Passage a la limite sous l'intégrale

1 Théoréme de convergence dominée

1.1 Convergence simple
Définition

Soit X un ensemble, f une fonction de X dans C, et (f,,) une suite de fonctions de X dans C.
On dit que (f,) converge simplement vers f sur X si, pour tout z € X, (f, (x)) converge vers

f ().

1.2 Enoncé

I désigne un intervalle quelconque.

Soit (fn),,>o une suite de fonctions continues par morceaux de I dans C convergeant simplement
sur [ vers une fonction f continue par morceaux et telle qu’il existe une fonction g intégrable sur
I a valeurs dans R™ vérifiant :

Vn > 0, |fn| <g

liggl/Ifn=/If

Extension au cas d’une famille (f)),., ot J est un intervalle

Alors

On a un résultat analogue si on suppose que fy (z) tend vers f(z) quand A tend vers un élément
Ao de J, pour tout élément x de I.

1.3 Premiers exemples
1.3.1 Chapeaux

I =10,1] ; chapeaux pointus sur [0, 2] de hauteur n.

‘n

1.3.2 Plateaux

I =R ; plateau large sur [—n, n] de hauteur %

1.3.3 Bosse glissante

I=R.
1

fn(x):m

Extension : on peut remplacer n entier par A réel, A — +oc.

1.3.4 Intégrales de Wallis

Montrer que (I,,) converge vers 0.
Démonstration sans le TCVD ?



Réponse

Fixons ¢ tel que 0 <& < 7 ; on écrit

e 3
\mzo,fn:/+/
0 15

5
VnZ0,0SInge—i—/ cos"Seﬁ—%.(cose)"
1>

D’ou
D’ou
dng,Vn > ng,0 < I, < 2¢

1.4 L’intégrale de Gauss
Soit

Vvn 2\ "
O TL

V> 1, up = Vnawspg

Montrer que

En déduire que [ e du = ¥z,

Réponse
Par changement de variable x = y/n.sinu, on obtient

vn > 1) Up = \/ﬁ~w2n+1

Le théoréme de convergence dominée s’applique avec f (z) = g (z) = e~ .

1.5 Une formule pour I'

Soit z > 0 ; pour n > 1, on pose

Montrer que

En déduire que

Méthode

n + 1 intégrations par parties.

1.6 I, = [ f(t)tmdt

Oun suppose f continue sur J = [0, 1] ; montrer que I,, existe pour n > 0 ; montrer que (I,,) tend
vers 0 ; avec t = u», montrer que limn.T, = f (1) ; peut-on en déduire un équivalent de (I,,) ?
n



Réponse

Soit M = sup |f].
J

1 1
> I | < n < M. n -
Vn_0,|n|_/0\f(t)|tdt_ /Otdt =

Donc (I,,) tend vers 0 ; ici, le théoréme de convergence dominée est un luxe inutile.

Ensuite :
! 1 [t L\ 1
VnZl,/ f(t)t”dt:f/ f(uz)undu
0 nJo

1
Jn :/ f (u%) wr du
0
Le théoréme de convergence dominée s’applique a (J,,) : (J,,) converge vers f (1).
Si £ (1) #0,
S

I, ~ ——=
n

e (2)

Soit f,, (z) = sinnz ; montrer que si 0 < p < g, alors fo27r (fp — fq)2 = 27 ; en déduire que (f,) n’a
pas de suite extraite convergente sur R.

Soit

Si £ (1) =0,

1.7 Une suite peu docile

Réponse

Supposons I'existence d’une suite extraite (h,,) = (fy(n)) convergente.
Le théoréme de convergence dominée montre que

27 9
/ (h77,+1 - hn)
0

tend vers 0, contradiction.

2 Théoréme d’intégration terme a terme

2.1 Enoncé

I désigne un intervalle quelconque.
Soit (un),~, une suite de fonctions continues par morceaux de I dans C, intégrables, telle que
la série > u, converge simplement sur I, vers une fonction s continue par morceaux sur I et telle

que la série numérique
> [
I

+oo “+oo
[s=[>u=3 [uw
1 I n=0 n=0"1

converge. Alors :
s est intégrable sur I et

2.2 Exemples
2.2.1 Exemple 1




Démonstration

On choisit T =]0,1[ ; on sait que
1 oo
Viel,— =) t"
P

Ou choisit donc w, (t) = —t".Int ; pour n >0 :

1
an=/|un| = —/ t" Intdt
I 0

se calcule par intégration par parties : a, = ﬁ ; (ay) est bien le terme général d’une série

numérique convergente.
Donc le théoréme s’applique et conduit au résultat.

2.2.2 Exemple 2

/m & dz:§C(2):2§:¥
o sh(x) 2 (2n + 1)

2.2.3 Exemple 3

1 oo
1
/ z %dx = —
0 n=1 n
Démonstration
Soit I =10,1].
=1
Veel, f(zx)=2""=exp(—x.lnz) = z_% — (—z.Inx)"

1 1
Yn >0, a, = /|un| = —/ (—z.Inz)" dz
I n! Jo

u

Avec le changement de variable z = e¢™", on est ramené a la fonction I' :

1 e} 1 o0
Vn > 0,/ (—z.Inz)" dx = / ue” MUy = 771“/ v".e Udo
0 0 (n+1) 0

2.3 Pour s’entrainer a calculer

Montrer que pour tout réel x :
+oo 2
42 1 1 X
xT) = e " costrdt == (= )exp| ——
o= o (3)e (%)
en écrivant cos comme somme d’une série.

Une autre méthode plus rapide

En calculant la dérivée de f, voir chapitre suivant.

2.4 Quand ca se complique

Montrer que

Plus généralement




On essaie d’appliquer le théoréme

Ici I =10, 1.

tn (1) = (—1)" 4.

donc le théoréme ne s’applique pas...

On essaie une autre méthode

n k 1 _ (_t)n—i,-l
vn > )=
n>0vtel,y (-t T
k=0
On intégre
n 1 1 1 n+1
dt —t
VnZO,Z/ (—t)kdtz/ —/ =D g
Donc &
"L (—1
> % =2+ (-1)".J,
k=0 +
ou

1tn+1
ho= [
o 1+t

Pour conclure

1
1
Vnzo,ogjng/ it = ——
0 n—+ 2
2.5 Encore un...
Soit 0 € ]0, 27 ; on veut montrer l’existence et calculer
> cos kf
s(0) = Z L
k=1
On part de ¢ = fol t*=1dt ; on rencontre
1 t 619 n
[
o 1—t.e
on montre que (I,,) tend vers 0 et on obtient :
1 i6
e 0
0) = R —dt = —1In|2sin —
s(0) e/o T 7o n SlHQ‘

2.6 Complément
Le théoréme de convergence monotone

Soit (up),,», une suite de fonctions continues par morceaux de I dans R¥.
On suppose que la série de fonctions > u, converge simplement sur I et a une somme f continue
par morceaux intégrable ; alors le théoréme précédent s’applique.

Démonstration

Notons a, = [ [un| = [, uy, ; alors :

Vn>0,0<sn=zak=/<2uk> S/f
k=0 I \g=o0 I

La suite (s;,) est donc croissante et majorée, donc converge ; donc Y a,, converge.



3 Complément : recherche d’équivalents

Hors-programme et difficile ; réservé a un public averti...

3.1 Un premier cas simple

1 1 n
In:/ SR R
o \1+t+t2

3.1.1 Existence de [, ?
3.1.2 Limite de ([,).

Plusieurs méthodes possibles :
1- Utiliser le TCVD.
2- Découper en deux, analogue au cas des intégrales de Wallis.
3- Majorer simplement :

1
1 1 1 1
vnzz,ogfng/ _dt = 1— <
o (1+7%) n—1 2n—1 n—1

3.1.3 Un équivalent de I,.
On effectue le changement de variable t = = :

1M du 1
nJo (1+5+ ) n

n?2

Or, pour u > 0,

Il reste & trouver une domination...

Domination

On montre d’abord ’existence de ¢ > 0 tel que :
Vee[0,1], In(1+2z) >cx

On en déduit : ) )
VYn > 1,Yu € [0,n], 0 < — < T <e
I+a+m) — (+3)

Domination par une fonction de u intégrable indépendante de n.

Conclusion

3.2 Une variante

3.2.1 Limite de (I,).

Plusieurs méthodes possibles :
1- Utiliser le TCVD.
2- Découper en deux, analogue au cas des intégrales de Wallis.
3- Majorer en utilisant la convexité :
t? t

t 1 <l—t4+—<1-—
Vi e[0,1],0< +2, 5



3.2.2 Un équivalent de I,.

On effectue le changement de variable t =

rm 2\" 1
VnZl,In:f/ <1—“+“2> du==.J,
n Jo n  2n n

3=

Or, pour u > 0,

Il reste & trouver une domination...

Domination

12 t
Vte[071],0§1—t+§§1——

[\]

n  2n?

2\ " n
Yu > 0,Vn > 1, 1—E+u— g(l_i) Sexp(—g>
2n 2

Domination par une fonction de u intégrable indépendante de n.

Conclusion

I, ~ —

n

3.3 Généralités

Soit @ > 0, I =[0,al, et f fonction continue sur I vérifiant :

-Vt el0,1],0< f(t) <1

-Vt e€]0,1], f(t) =1 —at? +tPe (t) avec a > 0, B > 0, et li(r)n5=0.
Soit

g<x>=/0aff<t>dt

Trouver un équivalent de g en +oo.

Méthode

Le TCVD montre que Em g = 0, mais ne permet pas d’obtenir directement un équivalent.
o0

Il faut faire d’abord un changement de variable. Lequel ?

On peut s’inspirer du cas particulier suivant :

f(t) = exp (—at”)

Dans ce cas,
g(x) = / exp (—axt’) dt
0

Il est assez naturel de penser &

On obtient
1 L a(x) w11
Vx>0,g(x):5.(ax) 3./ e tur du
0

avec a (r) = axa® ; on en déduit :

Retour au cas général

On effectue le changement de variable précédent, et on essaie d’appliquer le TCVD.
Le probléme est de trouver une domination, ce qu’on va voir sur quelques exemples.



3.4 Intégrales de Wallis

Iciazg,f:cos,a:letﬂzz
On essaie donc

Convergence simple

Avec un petit calcul,

Domination

On montre que

On en tire une domination par

Conclusion

On retrouve 1’équivalent classique

T
g(x) ~ %
3.5 Equivalent de I, = fj;o = (Cfli:)n
Tout d’abord, on remplace I,, par I, = 0+°° = (Cgf)n.

A nouveau, a = £ et 8 =2. On essaie donc

Convergence simple

A nouveau, convergence simple vers



Domination
On va s’inspirer des exemples précédents.

1 1
—=1-_t t?
cht 2 + O( )
Donc il existe a > 0 tel que
1 t2
vte0,0],0< —<1—-—
[0, ] cht 4
On découle l'intégrale en deux :
vn>1,1,=J,+ K,

@ dt
In = —7
/0 (cht)

Pour J,, c’est quasiment identique au cas précédent (Wallis).

Il reste & montrer que
1
K,=0|—
= ()

avec

ce qui est nettement plus facile.

Conclusion

3.6 La formule de Stirling

r—+o0

+oo
F(x+1):/ e tttdt ~  a%.e T2z
0

Le lien avec ce qui précéde

On étudie la fonction
t— e tt”

et on constate un maximum en ¢ = x.
D’ou le changement de variable t = x + s :

+oo S\ T
Ve>0,I'(z+1)= / et ttdt = e_”;.x””./ e’ (1 + 7) ds
0 —x T

Puis s = zv :
V(E > 0, F(fL‘ + ].) = e_””.x””./ 6_8 (]. + E) dS = e_a:.;[;w'i_l./ [e_v (]_ -|—'U)]Idfv

_I -1

On est ramené & chercher un équivalent de

ce qui entre dans le cadre de cette étude.

Un équivalent de g

Ici )
f(v):e*”(l—ﬁ—v):l—%—i—o(zﬁ)

Pas trés original ! La méme méthode va conduire au méme résultat :
27
)~ —
9 (@)~ =

—+oo
/ e tttdt ~  z%.e AN 2mx
0

Puis

r——+00



