Intégration sur un intervalle quelconque
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Les fonctions sont & valeurs dans K, corps des réels ou des complexes.

1 Intégrabilité des fonctions positives sur un
intervalle [ = [a, b]

1.1 Deéfinition

Soit f continue par morceaux de I = [a,b[ dans R+ ; on dit que I'intégrale
fj f est convergente, ou que f est intégrable, si la fonction

xr
F:z —>/ f
a
a une limite finie en b.

Si tel est le cas, on note f: f= f; f (t) dt cette limite.

Remarque

L’intégrale f; f est convergente si et seulement si la fonction

F:x—>/:f

est majorée.

1.2 Exemples

+0 23,9 [(t®dz _ o [t de _ o (Ll _dt o +t° _de _ 9
Jo Tetda=2 [T E = [T E=1 ), 1_t'f2 z.lnz -
Réponses

+oo 4 _ . +oodl_ . 1 q¢ _

fo e fdr=1; [ w2_1’f0 i %

1.3 Théoréme de comparaison

Soit f et g deux fonctions continues par morceaux de I = [a, b[ dans R+.
1) Si0 < f < g et si g est intégrable, alors f est intégrable.
2) Si f est dominée par g au voisinage de b, et si g est intégrable, alors
f est intégrable.
3) Si f ~ g au voisinage de b, I'intégrabilité de f équivaut & celle de g.

Démonstration

Notons G : z — [ g.

1) F est majorée par G qui est majorée sur I, donc F' est majorée.

2) Le cas précédent se généralise aisément au cas ou f < C.g ou C est
une constante. Si f est dominée par g au voisinage de b, cela signifie que
0 < f < C.g sur un voisinage de b.

3) Si f ~ g au voisinage de b, chacune des deux est dominée par I’autre.

1.4 Les intégrales de Riemann

Théoréme

Soit o € R ; soit I = [1,+00] ; soit f : & — - ; f est intégrable sur I si
seulement si o > 1 ; dans ce cas :

/+°°dz 1
1 z*  a—1



1.5 Exercice : les intégrales de Bertrand

Etudier 'existence de :

—+oo +oo  / +oo
/ ln—xdx, / Inz dz, / ln—;dx
1 1 z 1 T

X

/+°° (Inz)? e /+°° da /+°° da /+°° dx
1 xbb "o wnz’ )y oz (nz)?’ ), Inz

1.6 Comparaison a =

Soit f continue positive sur I = [1,400[ ; on suppose que f(x) = o (7) ;
+oo
peut-on conclure que [ f converge ?

On suppose que f1+°o f converge ; peut-on conclure que f (z) = o (%) ?

Réponse

1 .

Non pour les deux ; pour le premier : f (2) = —— ;

chapeaux suffisamment pointus.

pour le deuxiéme : des

Cas ou [ est décroissante

On suppose que f1+°° f converge et que f est décroissante ; montrer que :

f@=o (i)

Démonstration
Soit = > 2 :

F(x)—F(g):/;fZ;Cf(x)ZO

2 Intégrabilité des fonctions positives sur un
intervalle quelconque

2.1 Casou [ =]a,b

Soit f continue par morceaux de I = |a,b] dans R+ ; on dit que 'intégrale
f: f est convergente, ou que f est intégrable, si la fonction

b
F:z —)/ f
x
a une limite finie en a.

Si tel est le cas, on note f;’ f= f; f (t) dt cette limite.

2.2 Casou I =]a,b|

Soit f continue par morceaux de I = ]a,b[ dans R+ ; soit ¢ € I ; on dit que

I’intégrale f; f est convergente, ou que f est intégrable, si f est intégrable
sur [c, b et sur |a, c].

Remarque

On vérifie facilement que ca ne dépend pas de c.

2.3 Théoréme de comparaison

Analogue au cas déja vu.



2.4 Stricte positivité

Théoréme

Si f est continue et intégrable sur I, & valeurs positives, et d’intégrale nulle,
alors f est identiquement nulle.

2.5 Les intégrales de Riemann

x — -L est intégrable sur ]0, 1] si et seulement si @ < 1.

Plus généralement :
1

T — 7(33_60(1

est intégrable sur Ja,a + 1] si et seulement si o < 1.
2.6 Exercice : la fonction I'

+o00
L= [ ete
0

Chercher le domaine de définition de I

Soit

Réponse

Soit x un réel.

- Tout d’abord, on constate que la fonction f : ¢t — e~t.t*~! est continue
sur I =0, 4o00[ et de signe constant.

- Au voisinage de +oo : t2.f(t) = e 't tend vers 0 (croissances

comparées), donc
1
r=o(z)

D’aprés le théoréme de comparaison des fonctions positives, f est intégrable
au voisinage de +oco0.
- Au voisinage de O :

()~
Intégrable si et seulement si « > 0 (intégrale de Riemann).
Conclusion : T' est définie sur |0, +oo].

2.7 Exercice : la fonction [
Soit )
B8 (x,y) :/ L (1 =)t
0

Chercher le domaine de définition de .

Réponse

Soit x,y des réels.

- Tout d’abord, on constate que la fonction f : ¢ — t*=1. (1 — t)y_1 est
continue sur I =]0,1[.

- Au voisinage de 0 : f(t) ~ t*1; intégrable si et seulement si z > 0
(intégrale de Riemann).

- Au voisinage de 1 : analogue.
Conclusion : 3 est définie sur ]0, +oo[°.

2.8 Exercice : les intégrales de Bertrand
2.8.1 Exemples

Etudier 'existence de :

1 ling 1 lnm 1 (ln’ﬂ)z % 2 do
fO hll‘dx’f() T dz f dl‘ VT d.’II 0 :Elna:’fO ;c(lnx)z’ 1 Inz"



2.8.2 Cas général, au voisinage de +oo

f (t) = toz.llnﬁ t "
«

-si a>1, f est intégrable car |f (t)| = 0 (&), ou v = 152,

-si a < 1, f n'est pas intégrable car 1 = o(|f (¢)]).

-si @ =1, f est intégrable si > 1 ( on sait calculer une primitive ).
2.8.3 Cas général, au voisinage de 0
Iei, =0, 1].
1

f6)= to. |Int|’

-si a <1, f est intégrable car |f (t)| = o0 (&), ou v = 1$2.

-si a > 1, f n'est pas intégrable car 1 = o(|f (¢)]).
-si @« =1, f est intégrable si > 1 (on sait calculer une primitive).

3 Intégrale généralisée

3.1 Définition

Soit f continue par morceaux de I = [a,b[ dans K (R ou C) ; l'intégrale ff f
est dite convergente si la fonction

x
T — / f
a
a une limite finie en b.
Si tel est le cas, on note ff f= f; £ (t) dt cette limite.

3.2 Définition

Soit f continue par morceaux de I = ]a,b] dans K ; I'intégrale f: f est dite
convergente si la fonction z — f: a une limite finie en a.
Si tel est le cas, on note f; f= fab f (t) dt cette limite.

3.3 Définition

Soit f continue par morceaux de I = ]a,b[ dans K ; soit ¢ € I ; on dit que
l'intégrale fab f converge si les deux intégrales [* f et fcb f convergent.

Si tel est le cas, on note
b c b
IREIRETE
a a C

On vérifie facilement que ¢a ne dépend pas de c.

Remarque

3.4 Dérivation

On suppose que f est continue sur I = Ja,b[ et que [, f converge ; dans ce

cas
ac—>/:f
x—)/:f

a pour dérivée f ; de méme,

a pour dérivée —f.



3.5 Linéarité

Dans tous les cas, I’ensemble des fonctions f continues par morceaux de [
dans K, telles que l'intégrale f; f converge, constitue un K-espace vectoriel.

L’application f — f; f est linéaire sur cet espace.

4 Intégrabilité

4.1 Définition

Pour f continue par morceaux de I dans K, on dit que f est intégrable,
ou que l'intégrale de f est absolument convergente, si I'intégrale ff |f| est
convergente. Autrement dit :

Par définition, f est intégrable si |f]| lest.

. . . b
4.2 Si f est intégrable, alors [ f converge
Parties positive et négative d’un réel

Pour z € R,onnote zt =zsiz>0etzt =0siz <0.

De méme, on note = =0siz>0et 2~ = —x siz <0.
Conséquences :
=zt -z~
|z| =2t + 2~
Théoréme

Si f est intégrable, alors f; f converge.

Démonstration
On décompose fen f =u-+iv;puisuenu=u"—u" ;venv=v"—v;
toutes les fonctions u™, ™, vT,v™ sont intégrables ; en effet :

0<u® <|ul <|f]

f est donc une combinaison linéaire de fonctions dont l'intégrale converge.

4.3 Un exemple
Soit a € C, et

at

fit—e”

A quelle condition f est-elle intégrable sur I = [0, +oo[ 7

Réponse

SiRe(a)>0:

4.4 Espace des fonctions intégrables sur [

L’ensemble des fonctions f continues par morceaux intégrables de I dans K
constitue un K-espace vectoriel.
C’est un sous-espace vectoriel de I’ensemble des fonctions f continues par

morceaux de I dans K, telles que l'intégrale f(f f converge.

4.5 Inégalité triangulaire

Si f est intégrable sur I, alors | [, f| < [, |-



Démonstration

4.5.1 Si f est a valeurs réelles

veel, —|f @) < f) <|f @)

puis on integre.
On suppose de plus f continue ; quand y a-t-il égalité ?

Réponse

Il y a égalité si f est de signe constant.

4.5.2 Si [, [ est réel

Lol =[[d] < fra< [1s

On suppose de plus f continue ; quand y a-t-il égalité ?

On note f =u+ v ;

Réponse

Il y a égalité si u est de signe constant et v = 0.

4.5.3 Cas général

On note [, f =r.e" ; on pose g (t) = e~ f (t) ; on applique le cas précédent

ag r=’/lf‘=/jg’§/llg=/lf|

On suppose de plus f continue ; quand y a-t-il égalité ?

Réponse

Il y a égalité si f(t) = |f (t)] e avec 0 réel fixe.

4.6 Intégrales semi-convergentes
Si f n’est pas intégrable, et que f(ff converge, on dit que l'intégrale est
semi-convergente.

Exemple

I=[0,+o00; f(t) ==t f(0) =7

4.6.1 f n’est pas intégrable
Démonstration

vn =2, [o0 1fl = % don:

nim

4.6.2 L’intégrale converge

Démonstration

T sint cost]” T cost
Vo > 1,/ idt = |- —/ Tdt
Lt t ], )t

Or |C§’§t| est dominé par t%, donc intégrable au voisinage de 400 ; le crochet

et l'intégrale ont donc tous deux une limite finie.




4.6.3 Généralisation

La méme méthode s’applique & :

+oo +oo +o00 400 it
fl COtStdt, fl C?/S{tdtv f2 C]?lsttdta fl ert,

Autrement dit, une fonction cos ou sin multipliée par une fonction de classe
C" décroissante de limite nulle en +oo.

4.7 En résumé
Si f est de signe constant

f intégrable équivaut a l'intégrale de f converge.

Dans le cas général

f intégrable entraine que l'intégrale de f converge.

5 Propriétés de l'intégrale généralisée

5.1 Changement de variable sur un segment
Théoréme

Soit ¢ une fonction de classe C! sur I = [a, 3], et f une fonction continue
sur ¢ (I) ; alors

w(B) B
[ rwa= [ i@ @
() a

Remarque

La monotonie de ¢ n’est pas nécessaire.

5.2 Changement de variable sur un intervalle
Théoréme

Etant données une fonction f continue sur ]a, b et une fonction
¢ o, Bl = Ja, b

bijective, strictement croissante et de classe C'!, les intégrales fab f(t)dt et

ff I (p(u)) ¢ (u)du sont de méme nature et égales en cas de convergence :
b B
[ rwa= [ o)y wau

Démonstration

On applique le théoréme précédent, puis passsage a la limite.

Si ¢ est strictement décroissante
b B
[ rwar== [ few)d @

400 o~ _p—22
€ ¢ " dx
0 T

+oo —z —2x
(& — €
I= / Bk R
0

5.3 Exercice :

x
Montrer ’existence de I ; ensuite calculer I & ’aide de

‘oo —x _ _—2x
I(a)= / %dx



Réponse
Avec un changement de variable et la relation de Chasles :

+oo —x _ 2z 2a _—u
Va>0,I(a):/ %dx:/ eu du

a

Donc :
2a 2a
d d
Ya > 0, 672‘1./ & e"2¢1n2 < I(a) < / & _ In2
a u a u
Conclusion :

I=In2

Par la méme méthode, si a > 0,0 > 0. :

+oo [ —ax —bx
e —e b
—dx=In-
0 a

xT

5.4 Intégration par parties
Théoréme

On suppose f et g de classe C! sur I = Ja,b] ; on suppose aussi que f.g
posséde des limites finies en a et en b ; alors

/ab fg =1fgl - /ab I

pourvu que l'une des deux intégrales converge.

Remarque
Le résultat se généralise facilement au cas ol f et g sont continues et C'* par
morceaux.
Attention
Le résultat ne se généralise pas au cas o f et g sont seulement C' par
morceaux.

Méme si f =1
5.5 Continuité uniforme et convergence de l’intégrale
Définition

On dit que f est uniformément continue sur A si :

Ve>0,30>0,Ve,y e A flz -yl <d=|f(2) - fll <e

Exercice

On suppose que f est uniformément continue sur I = [a, +00[ et que fa+°° f
converge ; montrer que f tend vers 0 en +oc.

Démonstration

Fixons € > 0 ; soit § > 0 associé par la continuité uniforme ; partons de :

Ve [x,x+9],f(x)=f(z)—f)+ ()

En intégrant :

)
/ f(z)dt +

<

z+4 T+
/ (f () — f (1) dt / f (bt

10



z+0 ) )
/ f (@)t s/ If(rf)—f(t)ldt+/ £ (t)at
) x4+
5|f(m)|:/ ) dt §5.5+/ £ () dt
puis :
1 x+5 1
|f<x>\§e+g/z F ()t =<+ 5 |F (a+6) = F (2)]

Conclusion ?

g > a,Va > xo, |f (z)] < 2¢

6 Intégration des relations de comparaison, cas
convergent

6.1 Théoréme

Soit f et g continues par morceaux de I = [a,b] dans K. On suppose de
plus :

- g réelle positive.

- Les deux fonctions intégrables sur I.
On note F (z) = f: fetG(z)= fTb g. Alors, au voisinage de b :

Si f =o0(g), alors F = 0(G) ; de méme si f ~ g, ou si f est dominée par
g.-
Démonstration

On suppose f = 0(g) au voisinage de b.
Soit € > 0 ; soit zp € I tel que : Va > xo, |f (z)] < e.g(z) ; alors :

Vo > xo, |F (z)] < e.G(x)

Casou f~g
Dans ce cas, f — g = o(g) ; le cas précédent montre que F' — G = o (G) ;
donc
F~G
6.2 Exemple

Soit f continue sur R ; on suppose que Em f=a€eR;soit
o0

+o0 t
F(x)= /z %dt

Montrer ’existence de F' (z) pour x > 0 ; que dire de F' au voisinage de 400
?
Réponse
Sia=0:F(z)=o0();sia#0: F(z) ~ 2.
Réponse correcte dans les deux cas ?

Réponse

lim z.F(z)=a
r——+00

11



7 Intégration des relations de comparaison, cas
divergent

7.1 Théoréme

Soit f et g continues par morceaux de I = [a,b] dans K. On suppose de
plus :

- g réelle positive.

- g non intégrable.
On note F (z) = [ f et G (z) = [ g. Alors, au voisinage de b :

Si f =o0(g), alors F = 0(G) ; de méme si f ~ g, ou si f est dominée par
g.

Démonstration

Soit £ > 0 ; soit xg € I tel que : Vo > xq,|f (z)] < 5.9 (x) ; soit x > xq ;

|F ()] = /wf‘ < |F (zo0)|+ /wf‘ §|F(xo)|+/I|f| < |F(x0)\+g/$g
Donc . .

IF (2)] < |F (20)| + 5 (G (2) = G (0)) = C + SG (v)
D’out

Yz > Zo,
Pour conclure... ?

Réponse

Puisque G tend vers 400 :

|F ()]

(z

dz1 > xo, VT > 21, <e

Q

7.2 Exemple 1
Soit f fonction de classe C! de R dans R ; on suppose que Em f'+f=0;

montrer que lim f = 0.
—+o0

Démonstration

On utilise g (x) = €®.f (x).
Au voisinage de +o00,g vérifie ¢’ (x) = o(e®) ; exp est positive non inté-
grable sur [0, +oo[ ; donc

g(x)—g(0)=o(e"—1)

D’ou
D’ou le résultat.

7.3 Exemple 2

Trouver un équivalent quand x tend vers 400 de

T Lt
F(x) :/ %dt
1

12



Réponse
e® T et
Ve >0,F (z) = — — —dt
>0 F@ =St [ G

Avec le théoréme : [/ j—;dt =o(F (x)).
Conclusion :

13



