Suites définies par une équation

o X*
1 Po=> 05
n Xk

Pour n > 1, on pose P, = > . -
1- Montrer que 1’équation

posséde une unique solution a,, dans |0, 4+o0l.
2- Montrer que (a,) est croissante.
3- Montrer que (a,) tend vers +oo.

Indications

1- Soit fy, : & — e *.P, (z). On montre que f, est strictement décroissante sur R+.
2- On vérifie que fn41 (a,) > 3 et on utilise la décroissance de fi, 1.
3- On fixe @ > 0. On montre que (f, (a)) tend vers 1, et on en déduit qu’a partir d’un certain rang, f, (a) > %

2 P =X"-nX+1

On note P, = X™ —n.X + 1.
1- Montrer que pour n > 2 P, posséde une unique racine u,, dans [0, 1].
2- Trouver la limite de (uy,).
3- Trouver un équivalent de (uy,).
4- Trouver un développement asymptotique & deux termes.

Indications

1- Etudier les variations de P,,.
2-0<up,=4(1+up) <2

3- Montrer que (ul) tend vers 0.
4- On trouve

1 1 1

3 =z, =tanz,

Montrer qu’il existe un unique réel z,, € I, = }mr —5,nT+ 5 [ tel que z,, = tanz,,.

Trouver la limite, un équivalent, puis un développement limité de (z,,).

Indications

Il est clair que

Ty ~ NT

Ecrivons -

Ty =NT+ = —ap
2
On remplace :

s 1 1
r, =tan (nm+ - —a, | = ~ —
2 tana,, Qn



Donc a,, ~ n—lﬂ, puis :

On peut continuer :

1 1 1 1 1 1
= — = = = — (1 - — — = — —
tanan T nr+3— L 4o0(2) nr(l+4 +0(L) nm ( 2n+0(n>) na 27m2+0<n

nim

Conclusion :

4 f, (:L’) = ZZ:O :/Cg_]lc

Pour n > 0 et x réel, on pose
no ok
x
fa@) =)0
k=0

1- Calculer les racines de fy, f1, fa.
2- Montrer que fs, n’a pas de racines, et fs,+1 une seule, qu’on notera r,,.
3- Montrer que

VYn>0—2n+2)<r, <0

4- Etudier la monotonie de (ry,).

5- Trouver sa limite.

Indications

2- On détermine le tableau des variations de f,, par récurrence sur n.
3- Soit a, = — (2n 4 2). On étudie le signe de fo,4+1 (an)-

241, \k . .
fons1 (an) = Z( 1) ;2' +2)

k=0

Dans cette somme, le signe alterne et la valeur absolue augmente ; donc la somme est du dernier terme, négative.
Donc, fo,4+1 étant croissante :
Gp < Ty

4- fony1 (rn—1) est du signe de 1+ ;’;:1, donc, d’aprés la question précédente :

font1 (rn—1) >0

Donc, f2,+1 étant croissante :
Tn < Thpn—1

5- Soit A € R fixé. (f, (A4)) tend vers une limite strictement positive, donc

I eN, fons1 (A) >0

Alors :
r, <A
et
Vp>n,r, <A
Conclusion :

limr, = —o0
n



n

5 exp(z)==
1- Pour n > 4, montrer que ’équation

(Ep) : exp(z) = 2"

admet une unique racine sur I = [0, 2].
2- Conjecturer la limite L de (z,,) a l’aide de Python.
3- Le démontrer.
4- A Taide de Python, conjecturer les valeurs de a et b telles que

a b 1
non n
5- Le démontrer.

Indications

. A
Tn = n  2n2 On2



