Séries de fonctions

1 > (—1)"exp (—=A\it)

Soit (A,,) une suite strictement croissante de réels strictement positifs qui tend vers +oc.

Soit
+oo

F) = (=) exp (~Ant)

n=0

1- Montrer que f est continue sur I = ]0, 4o0].
2- Montrer que f est intégrable sur I.

3- Montrer que
SaSIR N C
f =
R

n=0

Indications

1- Critére des séries alternées et convergence uniforme.
2- Domination facile.
3- TCVD.

1

Pour = > 0, on pose

Inz
un (z) = z™.Inn
et
o0
S(x) =" g (x)
k=2
1. Donner le domaine de définition D de S.
2. Montrer que la série ne converge pas normalement sur D.
3. Soit n > 1. Montrer que
Vz € D, Z ug () <¥
“In(n+1)

k>n+1
4. Montrer que S est continue sur D.
5. Est-elle intégrable sur D ?

Indications
1. D=[1,+o0].
2. On trouve que u,, attteint un maximum M,, = e.n_llnn en ¢, = ew.
o
3. Soit € D. On majore :
Inx Inz

Yk =n+1,0 < up (2) = xkInk — zFIn (n+1)



terme général d’une série géométrique dont on calcule la somme :

o0

zF T In (n+1) 2. (1-1) "I+l z—1"In(n+l)

Inx 1 Inx 1 1 Inx 1
0< < — <
< 2 “k(x)—ln(nﬂ)z

k=n-+1 k=1

4. On montre la convergence uniforme & ’aide de 3.

5. On calcule
> 1
S A
1 (n—1)"lnn

et on utilise le théoréme d’intégration terme & terme.
Calcul de I, : on peut poser x = e", puis u = 7, et on arrive &
I'(2)

Vn>2, 1, = 5
(n—=1)"1nn

3 Z;'il eV

1- Trouver le domaine de définition I de
fiax— Z e Ve
n=1

2- Montrer que f est continue sur /.

3- Montrer que f est de classe C! sur I.

4- Trouver un équivalent de f en 0.

5- Trouver la limite puis un équivalent de f en +oo.

Indications

1- Si # < 0 la série diverge grossiérement.
Pour z > 0 :
n?.e V™" = exp (2.Inn — zv/n)

qui tend vers 0 par croissances comparées, donc

—A/Nx 1
= ()

2- On montre la convergence normale de la série sur tout intervalle [a, +oo[ avec a > 0 :

Vo > a,Vn > 1, ‘e‘ﬁm < e Vna

qui est le terme général d’une série numérique convergente.
3- On montre la convergence normale de la série dérivée sur tout intervalle [a, +oo[ avec a > 0.
4- Comparaison a une intégrale : on fixe = > 0.

+o00 +o00
2
/ e Vit —1< f(2) < / e Vit = =
0 0 z

D’ou
2

~
z—0 12

[ (x)

5- On sait que la série converge normalement, donc uniformément sur [1,400[ ; le théoréme de
la double limite montre alors que f tend vers 0 en +oo.
Ensuite, écrivons

oo (oo}
Vo >0,f(z)=e® + Ze*\/ﬁz —e T fe ", Ze*(\/ﬁfl)z =e " +e".g(x)
n=2 n=2
On montre que g tend vers 0 en +o0o (analogue a f). Conclusion :

fl@) o~ e

T—+00



4 T

Etudier f définie par

fay =3 0

r+n

;

n=0
1- Trouver le domaine de définition D.
2- Montrer que f est continue sur D.
3- Montrer que f est de classe C* sur D.
4- Trouver un équivalent de f en 0.
5- Trouver la limite de f en +oo.
6- Trouver un équivalent de f en +o0o. On pourra calculer

f@)+ f(z+1)

Indications

1- D =0, 4o0[ (critére des séries alternées).

92-
> (—1)* 1 1
Vn >0,Ve € D, |r, (x)| = < <
- Ira (@)l kzz:“l\/a:jtk- Ve+n+1~ Vn+1
majorant indépendant de = et qui tend vers 0.
3- On note .
-1
uy, () = (=1
vVe+n
Alors :
Vn > 1,Ve € D, |, (z)| )™ | 1
n , Vo s, ()] =
- 2(x+n)Vr+n|~ 2nyn

D’ou la convergence normale sur D.

[e'¢) (_1)n+1
Ve e D, f (z) =
v f(@) ;Q(x—kn)\/x—l—n
+ 1
Vee D, f(x)= ﬁ—kro(a:)
et 7o est continue sur [0, +o0o[. Donc :
1
5-
/=0
le méthode : théoréme de la double limite.
2e méthode : )
VCUGD»OSJC(Q:)S%
& 1
Or f' <0, donc :
1 1
Ve > -1, —= < —
v N A W
Donc :
1
@, x5



Autre méthode : -
VeD, fx)=) v, ()
p=0

avec
1 1

veD = -
€D, vy (@) Vr+2p Jr+2p+1

Pour z € D fixé, la fonction

1 1
st — -
g Vz+2t Jr+2t+1

est continue décroissante sur R + . D’ou

ce qui permet de conclure.

5 > Arctan(n+ x) — Arctan (n)

Etudier -
fz)= Z Arctan (n + x) — Arctan (n)
n=0

1- Trouver le domaine de définition D.
2- Montrer que f est de classe C* sur D.
3- Trouver un équivalent de f en +oo.

Indications

Important :
1 T
Vz > 0, Arctanx + Arctan— = 3
x

1
Vr < 0, Arctanz + Arctan— = —
x

1- On notera
Uy () = Arctan (n + z) — Arctan (n)

Pour z > 0 fixé :
T

0 <uy,(z) < T

d’aprés l'inégalité des accroissements finis.

On en déduit que la série converge simplement, et converge normalement sur tout segment [0, a|
sia > 0.

2- On examine la série dérivée : .

) ey
1+ (n+x)
Cette série converge normalement sur tout intervalle [a, +oo[ (a € R) :
1 1
<

Vn > ng, Ve >a, 0 < 5 < 5
1+ (n+2) 1+ (n+a)

majorant indépendant de z et terme général d’une série numérique convergente.
Sur [0, +o00[ le ng n’est pas nécessaire.
3- On peut faire une comparaison série-intégrale.
On peut aussi faire une comparaison série-intégrale sur f’ :

+oo dt 1 Feo dt
V3”207/ ——=<f(@)< 2+/ PR
o 1+(z+1) L+ o 14+ (z+1)

/+°° _d [Arctan (z + )] > = T _ Arctan (z) = Arctanl
o 1+(z+t)]? 2 - @




D’ou

1
/!
Frla) ~ o
Conclusion :
f(z) Mete Inz
6 > o —.t".Int
On note H, = >} _; 1,
U (t) = —.t"Int
et -
=Y
n=1
1- Trouver le domaine de définition de S.
2- Montrer que la série converge normalement sur tout intervalle ]0,a] avec 0 < a < 1.
3- En est-il de méme sur |0,1[ ?
4- Montrer que S est continue sur ]0, 1].
5- S est-elle dérivable sur |0, 1] ?
Indications

On admet que

H, ~Inn
1- D =]0,1].
2- ¢ : t — t.Int se prolonge en une fonction continue sur le segment [0, 1], donc bornée. Notons
M = max |¢|
M
vt €10,a], |un ()] < —.a"
€0.a]. un (8) <

majorant indépendant de t et terme général d’une série convergente.
3- |uy,| attteint sur [0,1] en ¢, = exp (—%) un maximum qui vaut
1 1

m,n = ~
n.e.H, e.n.Inn

terme général d’une série divergente.
4- Montrons que la série converge uniformément sur ]0, 1] :

Int - 1ottt 1 —tlnt _ C
vt €]0,1], — <1 _C
= H, Z 1—t ~H, 1—t — H,
ou C' est un majorant sur [0,1] de %h;lt

5- S n’est pas dérivable en 1 (étudier le taux d’accroissement).

sin’nz
7 Zn 1 n2z

Soit

sin’nax
f: x—>Z

1- Montrer que f est définie sur A = R*.

2- Montrer que pour tout a > 0, f est bornée sur I, = [a, +00[
3- Montrer que f a une limite finie en +oc0.

4- Montrer que f est continue sur A.

5- Montrer que f est bornée sur A. On pourra utiliser N, = |1].
6- Montrer que f a une limite finie en 0.



Indications

1- Comparaison & une série de Riemann :

sin’nz 1
<—

Ve >0,Yn>1,0< 5
T.n

n2z
[ étant paire, on se limitera & I =0, +oo].
2

Ve € ,0< f(r) < 1C(2)

Wz > 0,0 < f(z) < %.C(z)

Donc f tend vers 0 en +o0.

4-
2
s nax

n2x

~ a n?

11
Vr € 1I,, < —-.—

majoration indépendante de x par le terme général d’une série convergente ; d’oli la convergence
normale surl,,...
_ |1
5- Pour x > 0, on note N, = L;J,

2

N sin’nz . sin’nz
si(@) =) RIOEEDS

n2xy
n=1 n=14+N,

2

Dans s, on majore sin’na par n?z? ; dans s, on majore sin’nz par 1. On obtient :

oo . 92 oo
1 1 1 1
Vo €]0,1[, 0 < s9(z) = Z smnmgg Z — < <

n=1+N, n=1+N,

so est donc bornée au voisinage de 0.
6- On fixe un réel A > 1, et on note ici N, = L%J

Va €10,1[,0 < o (z) <

Ceci conduit a fixer € > 0, puis A tel que 0 < ﬁ <

8  Upyo = Upq1 +1"Uy
Soit a, b et r trois réels tels que 0 < a < bet 0 < r < 1 ; on définit une suite par ug = a, uy = b, et
Unt2 = Upg1 + 7" Uy

1- Montrer que la suite (u,) converge.
2- On note f(a,b,r) la limite de (u,) ; f est-elle continue ?

Indications

1- On montre par récurrence sur n que :
Vn > 0,u, >0
Il en découle que (uy,) est croissante. Ensuite :

vn > Oaun+2 < Un+1 (]- + ,r,n)



D’ou : N
Vn > 0,upto < uy. H (1 —&-rk)
k=0

Posons
n

pn:H(l—H"k)

k=0

(pn) est croissante ; de plus :

vn > 0,p, = H (1—1—7"’“) < exp (Zrk> <exp<1ir>

k=0 k=0

(pn) est donc croissante et majorée, donc converge. De méme pour (uy,).
2- On fixe by > 0 et 19 < 1 ; on montre que la série Y r™.u, converge normalement sur

{(a,b,7) /0<a<b<bg ANO0O<r<rg}

On en déduit que f est continue.



