Rayon de convergence

1 Premiers exemples

Trouver R dans les cas suivants :

ap=2"+3"4+4" a,=1+2", a, =

2  Que dire de R si

1-vn>1,1<a, <n?
2-Vn>1,1<aqa, <2™7
3-¥n>1,0<a, <17

3 (a,) strictement positive et croissante
On suppose (a,,) strictement positive et croissante ; que dire de R, 7

Indications

> ay, diverge, donc R, < 1 ; on ne peut pas étre plus précis :
a, =nl, ou a, = a™ avec a > 1.

4 a, =cosn
Trouver le rayon de convergence de > a,z", ou a, = cosn.

Indications

Pour t =1, (an.t"™) = (cosn) ne tend pas vers 0 ; donc Y a,, diverge, donc R < 1.
Pour t =1, (ay.t") est bornée, donc R > 1.
R=1
Remarque

Pourquoi (cosn) ne tend pas vers 0 7
sin 2n = 2.cosn.sinn

Si (cosn) tendait vers 0, (sin2n) et (cos2n) aussi, or cos? +sin® = 1...

.|
5 ap,=n"" b, =n"" ¢,=(lnn) ""

Trouver le rayon de convergence de 3 a,,2", ot a, = nV™.



Indications

> ant™ diverge pour t =1 ; donc R < 1.
Fixons t € |0, 1[ ; soit u, = apt™ = nV".t".

Yn > 0,Inu, = +v/n.Inn + n.nt

Par croissances comparées, (Inu,) tend vers —oo ; donc (u,,) tend vers 0 ; donc R > t.
Conclusion :
R,=1

On montre également que Ry, = R, = 1.

6 a,= n-1"
Trouver le rayon de convergence de > a,z2", ou a, = (=1,

Indications

Pour t =1, (a,.t"™) ne tend pas vers 0 ; donc Y a,, diverge, donc R < 1.
Soit ¢t € 10, 1 ; soit uy, = ay,.t".
Vn>1,0<a,t" <nt"

Donc (a,t™) tend vers 0 par croissances comparées ; donc R > ¢.
Conclusion :
R=1

Autre méthode

On sait que ) n.b,.2™ a le méme rayon de convergence que Y b,z" ; pour (b,) = (1), on obtient que > n.z" a pour rayon 1.
De plus, ici (a,) est dominée par (n) ; donc R > 1.

7 Intensité variable

Trouver R dans les cas suivants :

8 Exemples variés...

Trouver R, dans les cas suivants :
1- a,, est la n—iéme décimale de V2.
2- a,, est le reste de la division euclidienne de n par 4.

3.
Vn+Dm
ap, = / sin (xQ) dz
Jrr
4-

o0 _1k
an:;<k>

9 Rayon non nul

1
Montrer que R, est non nul si et seulement si la suite (|an|5) est majorée.

10 f et f2

Comparer les rayons de convergence de f et f2.



Indications
On sait que si h = f.g, alors R;, > min (R, R,) ; donc
sz > Rf

Un exemple ot Rp2 > Ry ?
Cherchez encore un peu...

Réponse

fx)y=(1 —&—x)% ; on montre que Ry =1 et Ry2 = oco.

11 ¢ = n, Cont1 — bn

Exprimer le rayon R, de la série entiére > ¢,z™ en fonction de R, et Ry si

Vn Z 07 Con = Qp, C2n41 = bn

Indications

Soit z € C. (cy.2™) est bornée si et seulement si (an (tz)n) et (bn (t2)n) le sont.

On trouve
R, = min (\/FTM \/R>b)

_ (Tun
12 a, = [, t"sintdt
Trouver le rayon de convergence de > a,2", ol a,, = fow t".sint dt.

Indications

On peut montrer que

13  a, = exp(n.cosn)

Trouver le rayon de convergence de > a,z", ou a, = exp (n.cosn).

Indications

Soit t = 1 ; il est clair que (a,t") est bornée ; donc R > 1.
Pour la suite, on admet l'existence d’une suite d’entiers naturels strictement croissante (ng) telle que (cosng) converge vers
1. Soit ¢ € |1, +0o[. Notons
by, = In (a,.t")
Alors,
by, = ni (cosny + Int)

est positif & partir d’un certain rang, car (cosny + Int) converge vers 1+ Int > 0.
Donc ay,, .t™ > 1 a partir d’un certain rang ; donc ) a,t™ diverge ; d’ou R < t.
On en déduit R < é Finalement :

1
R=-
(&

14 Quelques transformations de séries entiéres

Soit > ana™ une série entiére de rayon de convergence R fini non nul. Que dire du rayon de convergence des séries entiéres
suivantes :

1- Y nlaza™

a n

2- > ‘Hw

3- > agpa®™

4- > apx*n

5- > agpa™



15 P(n)=2
Pour n € N, soit
A ={P eN[X]/P(2) =n}

1- Montrer que A,, est fini ; on note u,, son cardinal.
2- Montrer que
Vn >0, ugni1 = U2p

3- Montrer que
Yn > 1, ug, = Ugn—1 + Un

4- Montrer que

n
Vn >0, ug, = Zuk
p=0

5- Ecrire une fonction Python qui renvoie u, pour p € [0,100] ; peut-on conjecturer le rayon de convergence R de Y u,.2™ ?
6- Montrer que

n(n—1)

vnzo,ug'rL§n+1+2 2
7- Calculer R.

Indications

1- Soit P € N[X] non nul de degré d :

d
P = Z ap. X"
k=0
Supposons P (2) = n. Alors d < n et chaque ay, vérifie
0<apr<n
Donc A, est fini et u, < (n+1)""".
2- Supposons
d
n+1= Z ay.2"
k=0
Alors ag est impair, et
d
2n=(ap—1) + Z ay.2"
k=1

On vérifie qu’on définit ainsi une bijection entre Ag, 11 et Ay, : P — P — 1.
3- Supposons

d
2n = Zak.2k =P (n)
k=0

Remarquons que aq est pair.

Siao#O:
d

2n—1=(ap—1)+» ap2"
k=1

Si apg = 0:
d—1
n= E ak+1.2k
k=0

4- Par récurrence sur n avec la question précédente.

5- (“Z“) semble converger vers 1 ; on peut conjecturer que R = 1.

6- Il y a dans Agn les (n + 1) polyndomes (Qk.X"’k)(KkQL ; examinons les autres :

om = En:ak.zk
k=0



Nécessairement : 0 < ag <2" —-1,0< a7 < on-1 1,.,0<a,1 < 2t — 1, et a, =0.
Nombres de polynomes de cette forme :
n
H 2k _ 271(n2+1)
k=0

Mais la valeur de ag est déterminée par les autres. Conclusion :

n(n—1)

Vn >0, um <n+1+2" 2

7- On peut utiliser la question précédente, ou directement :
Soit P € N[X] non nul de degré d : P = ZZ:O ar. X" ; supposons P (2) = n. On a vu que chaque aj, vérifie

0<apr<n

De plus,
d < log, (n)

Donc u, < (n+ 1)1+l°g2(n), ce qui permet de conclure que R = 1.



