Réels, rationnels, suites

1 Partie entiere : rappeler la définition ; montrer que : V xeR, VyeR, VneN*, E(x+1) = E(x)+1,

E(nx)). Soit x > 0 ; montrer que E(\&) = E(JE(X)).

n

E(X)+E(y) < E(x+Yy), E(x) = E(

2 Soient A et B parties de R non vides bornées ; montrer que si A — B, alors supA < supB ; étudier

sup(AuUB), sup(A+B). Montrer quesup(f+9g)<supf+supg, |supf —supg |<sup|f—-g],
.1

= inf —.

| inf f—inf g|<sup|f—g]; si festavaleurs> 0 et majorée, montrer que . :
sup

w

On suppose que pour tout entier k fixé, (u,,, —u, ) tend vers 0. Est-ce-que (u,) CV ?

n+k

1
4 Onsupposeque:Vn,peN*0< u, < — B. Montrer que (u,) converge vers 0.
n

©

(6}

Trouver Iim (v/n +1—\/ﬁ)]/". Soit a, b > 0. Trouver lim [%(Q/E+Q/B)]”.
n n

6 Etudier la suite de terme général u = (2+/3)"—E((2+~/3)") . On pourra utiliser v,= (2- J3)".

\‘

Que dire de (u,) et (v,), deux suites de réels telles que (u,” +u,v, +v,”) converge vers 0 ?

8 Montrer que si (u,,) et (u,,,,) convergent vers la méme limite, (u,) CV. On suppose que (U,,), (Uy,.,),
et (U;.,) CV. Montrer que (u,) CV dans le casou f(n) = 3n, puis f(n) = E(\/En).

9 Soit(u,) une suite croissante et majorée de réels. Montrer que (u,) converge. Soit maintenant (u,) une suite
de réels majorée, telleque: 3k e N, VneN, Vp>k, u, > u, . Montrerque (u,) converge.

n+p =
10 Montrer que toute suite de réels est la somme d'une suite croissante et d'une suite décroissante.

2p+1
2q

11 Montrer que I'ensemble des rationnels de la forme r = est dense dans R.

12 Soit f: E x F — R bornée. Montrer que supim‘E f(xy) < im‘E sup f(x,y).
y Xe

eF X€ yeF
13 Soit (u,) une suite de réels positifs tendant vers 0 ; montrer que {n e N/V k>n, u, <u,_ }estinfini.

14 Onsuppose: Ve>0,3N (Vn=N |u,—L|<e ou Vnx=N|u,—L'| <e). Montrer que (u,) CV.

In(n+a)
In(n+Db)
Peut-on retrouver ce résultat avec Python ?

ninn
15 Soit aet bdeuxréels, u,= [ } . Trouver la limite | de u,, puis un équivalent de u, —1.

16 Montrer que V2 et +/2 +4/3 sont irrationnels. Soit E = Z ++/2 Z. Montrer que E est un sous-groupe de R
et que ((\/5 —1)") est une suite d’éléments de E non nuls convergeant vers 0.

En déduire que E est dense dans R.



17 Soit A partie non majorée de R ; montrer que Y 1 A est dense dans R+.

n>1

18 Soit S, =sup{|sinnx|/neN}. CalculerS, pour quelques valeurs de x. Trouver inf S, .

O<x<m

19 Existe-t-il un triangle équilatéral dans R? dont les trois sommets sont & coordonnées rationnelles ?

20 Soit (u,) une suite de limite L, v, = 27" ({)u, ; montrer que (v,) CV vers L.

k=0
(Se ramener au casou L =0 ; fixer € >0, découper la somme en 2,...).
. . - L
21 Soitn>1, x,..,x, nréelsdans | =[a,b], etL=b—a. Montrer que : 3i =], ‘xi - X, ‘ < 1
(On pourra ordonner les x;). Que vaut tan(a +b), tan(a-b) ?

: , . . X —
Montrer que parmi 13 réels distincts, il yena 2, x et y, tels que 0< 1 Y < 2-3.
+ Xy

. . . 1z X
22 Soit X une partie de R contenant au moins deux éléments, telle que : V x,y € X, %y e X.

Montrer que X est dense dans ]inf X,sup X [

23 Soit X une partie de ]0,+ o[ contenant au moins deux éléments, telle que : ¥ x, y € X, /xy € X.
Montrer que les éléments irrationnels de X constituent une partie dense dans Jinf X,sup X [

24 SOitA=]1-,5[ ;onpose x®y = —xy +5(x+Yy)—20 et x®y = 5-(5—x)"®" : montrer que
(A,®,®) estun corps.

25 Ondonne a; >a,>..>a,>0, b; >by>..>b, >0. Soit f €S, -{Id} une permutation.

Montrer que > ab;)< D ab .
i=1 i=1

26 Soit (u_) une suite de réels telle que lim u_, —u, —u,* =0 on veut montrer que lim u_ =0 ou
n n
lim u, = +o. Onfixe £>0; montrer que {n>0/u, >—¢ } est infini ; montrer que {n>0/u, <—&} est fini;
n

on suppose de plus que {n>0/u_ >} estinfini ; montrer que {n>0/u, <¢} est fini ; conclure.

27 Soit f fonction de R dans R ayant une limite finie a gauche et a droite en tout point.
Onnote 5(a) =diam { f(a),f(a"), f(a)}.

Si 5(a)> 0, montrer I'existence de deux rationnels r, et r, telsque r, < a< r, veérifiant :
Vxelrr[\{a} 6(x) < @),

En déduire que I'ensemble des points de discontinuité de f est dénombrable.

28 Si une suite de rationnels converge vers un irrationnel, montrer que la suite des dénominateurs tend vers
I'infini.



