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Introduction

Citer des fonctions dites “usuelles” ; points communs & ces fonctions 7 En
particulier, que dire de leurs zéros 7
Soit f la restriction de exp a4 R™.

Comment la prolonger en une fonction de classe C” sur R ?

Comment la prolonger en une fonction de classe C*° sur R ?

Y a-t-il unicité du prolongement ?

Réponse

f(z)=e"+Cam!
fx)=¢€¢"+ Ce 7

1 Généralités
1.1 Séries entiéres (power series)

Une série entiére est une série de fonctions 3 a,,2", ott a = (a,) € CN.

1.2 Lemme d’Abel

Si la suite (anz{) est bornée alors, pour tout nombre complexe z tel que
2] < |20

la série > a,2™ est absolument convergente.

Démonstration

n
z

n
Vn >0, |an.2"| = |an.27]| - < M.

z
20 20

Domination par une série géométrique convergente.

1.3 Rayon de convergence d’une série entiére > a, 2"
1.3.1 Définition

Notation non officielle :
B, ={t >0/ (ant™)bornée}

On appelle rayon de convergence la borne supérieure dans R de B,.
On le notera R,, ou R.

1.3.2 Premiers exemples

Trouver B, dans les cas suivants :
_1 - _ . _ 1 . _ . _
an—laan—naan—ﬁ7an—n!7an—m

Réponse

'anzl;Ba:[Ovl}
- Qp = 1
- an
- Qp =N 5 {
‘an:L;Ba:R+

I
S
=
|
=)



1.3.3 Théoréme

- Si |z] < R, la série Y a, 2™ est absolument convergente.
- Si|z| > R, (a,z™) n’est pas bornée.
En particulier, la série Y a,2™ diverge grossiérement.

Démonstration

Cas ou |z| < R : il existe t € B, tel que |z] <t < R.
Le lemme d’Abel montre que la série > a,,2™ est absolument convergente.

1.3.4 Questions fréquentes

Soit z € C fixé ; que dire de R si (an2™)
1- est bornée.
2- est non bornée.
3- tend vers 0.
4- converge.
5- diverge.
6- posséde une suite extraite bornée.
7- posséde une suite extraite non bornée.
8- tend vers une limite non nulle L.

Réponses

1- R > |z|.
2- R <|z|.
3- R > |z
4- R > |z|.
5- R < |z|.
6- Rien.

7- R < |z|.
8 R =|z|.

1.4 Exemples

S E S N SN
Un = 77 5 Qn = 57 5 Gp =10l ay =

an=1;an=7;

s
V)
3

n
an:n;an:n(_l) y Qn

[
Sy
;@'
[
3
N

Réponse

_ 1 .
Pour c.zn =7
Soit ¢t > 0 et u,, = a,t™ ; alors :

t
Vn>07u7n:7

Up—1 \/ﬁ
Suite qui tend vers 0 ; donc, d’aprés la régle de d’Alembert, > u,, converge.

Donc R = +00.

1.5 Propriétés du rayon de convergence
1.5.1 Comparaison
Théoréme
Si (ay,) est dominée par (b,,) :
R, > Ry

Siayp ~ by 7



Démonstration
Si (ay) est dominée par (b,), By C B,, d’ou R, > Ry.
Si a,, ~ b,, chacune des deux est dominée par 'autre, donc R, = Ry.
1.5.2 Série > na,z"
Théoréme

Le rayon de convergence R’ de

E na,z"

est égal au rayon de convergence R de Y a,2".

Démonstration

R’ < R car (a,) est dominée par (n.a,) = (by)-
Soit € |0, R[ ; fixons s dans |r, R[ ; on a alors :

r<s<anrk

Remarquons que b,.r" = n.a,.r" = a,s".n (g)n ; or
- (an.s™) tend vers 0 car 0 < s < R
-1 (Z)" tend vers 0 par croissances comparées
Donc (b,.r™) tend vers 0, donc R’ > r.

En conclusion :

R’ > r pour tout élément r € ]0, R, donc :
R >R

1.5.3 Série > n%*.a,z"
Exercice

Pour tout « réel, le rayon de convergence R’ de

E n®.a, 2"

est égal au rayon de convergence R de ) a,2".

Démonstration

Pour « = p entier, récurrence sur p.
Pour le cas général, on utilise p = |«] :
n? est dominé par n® et n® est dominé par n?*1.

1.5.4 Exercice

Que dire de Ry dans le cas ou

- by, = |an]

- by, = QLTLCLTL

- by, = =

- bn = Qp+1
Réponse

- Rb = Ra

- R, =2.R,

- Si R, est non nul, R; est infini ; si R, = 0, on ne peut pas conclure ;
exemples 7

- Ry, =R,



Remarque
Avec ce qui précéde, on constate que Y a,z" et > (n+1)an412" ont le
meéme rayon de convergence :
La série dérivée a méme rayon que la série de départ.
1.5.5 Utilisation de la régle de d’Alembert

Exercice

A Taide de la régle de d’Alembert, montrer que si (
L € [0, +0], alors

An 41
Qn

) admet une limite

1
R=—
L
1.5.6 Un lemme utile

On suppose R non nul ; montrer que
3A > 0,39B > 0,Yn >0, |a,| < A.B"
Si de plus ag = 1, montrer que

3C > 0,vn > 0,|a,| < C"

Démonstration

Soit ¢ € 10, R[ ; (ant™) est bornée :

M > 0,Vn >0, |a,.t"| < M
1l suffit de choisir A = M et B = 1.

Si de plus ag =1 :
A > 1, donc C' = AB convient.

1.6 Convergence normale

Théoréme

La convergence d’une série entiére est normale sur tout disque fermé de
centre 0 et de rayon r < R.

Démonstration

Il faut majorer |a,.2"| par un u,, indépendant de z, qui soit le terme général

d’une série (numérique) convergente.

Réponse

Up = |an.r"]

Corollaire

La somme d’une série entiére est continue sur le disque ouvert de conver-
gence.



1.7 Somme
1.7.1 Théoréme
Soit f(2) =Y 0" ganz™ et g(z) =Y or o bnz™ ; S0it ¢, = ay, + by et

h(z) = i cn 2"
n=0

Alors :
R. > min (Ra, Rb)

Si Ra 75 Rb :
RC = min (Ra, Rb)

Evidemment, h = f + g sur le disque ouvert de rayon min (R,, Rp).

1.7.2 Démonstration

Supposons par exemple
0< R, < Ry

- si |z < Ry, alors Y a,z™ et > b,z™ sont absolument convergentes,
donc > ¢, 2™ converge.

- si R, < |z] < Ry, alors Y a,z™ diverge et Y b,2z" converge,
donc > ¢, 2™ diverge.

Conclusion :

1.7.3 Exemples

R, =min (R,, Rp) : si f=g.
R. > min (R,, Rp) : si f = —g avec un rayon fini.
Un exemple ot Ro =1, Ry =1, Rgyp =27

Réponse

an=-1,b, =1+ 5.

1.8 Produit de Cauchy
1.8.1 Théoréme

Soit f(2) =3 00 ganz™ et g(z) =Y oo o bpz™ ; soit

n
Cn = E abp_k
k=0

et h(z) =3 0" o cnz™ ; alors :
R. > min (R,, Ryp)
De plus, h = f.g sur le disque ouvert de rayon min (R, Rp).

Démonstration

Soit z € C tel que |z| < min (R, Rp).
Posons u,, = a,,.z2", v, = b,2" et

n
wp = E Uk Up—k
k=0

On constate que w,, = ¢,.2".
Les deux séries »_ u, et > v, étant absolument convergentes, on sait que :



- > wy, est absolument convergente

- ZZO:O Un - ZZO:O Un = ZZO:O Wn,

Conclusion :

1.8.2 Exemples

Avec

1 _ 2—z __ 1 1—z
1—27 1 Z 1= = 1+ 1—27 2—2"""

1.8.3 Intégrité
Exercice

Soit f et g deux fonctions non nulles sommes de séries entiéres de rayon non
nuls.
Alors h = fg est non nulle.

1.9 Quelques fonctions usuelles
1.9.1 Définitions

Pour tout z € C :

1 ) e " 2n
cosz = 5 (¥ + e %) = chiz = T; (-1) (;n)'
) 1 . s ) ) & n »2n+1
sSinz = Z (e — € ) = _I.ShZZ = nz:;) (—1) m

Toutes ces fonctions sont entiéres, c’est-a-dire sommes d’une série entiére sur
C.
1.9.2 Propriétés

exp (a + b) = exp (a) exp (b)
cos? 4sin? = 1

ch? —sh? =1
Démonstration
Posons u,, = %, Uy, = Z;TI et

n
Wy = E Uk -Un—k
k=0

On constate que

1 n
wn:m(aqu)

Les deux séries > u, et > v, étant absolument convergentes :

exp (a + b) = exp (a) exp (b)



1.9.3 Remarque

Passage d’une formule de trigonométrie & une formule de trigonométrie hy-
perbolique :
On remplace

- cos par ch.

- sin par ¢.sh.

- tan par i.th.

2 Série entiére d’une variable réelle

2.1 Primitivation de la somme d’une série entiére
2.1.1 Théoréme
Soit f(z) = > 0", anx™ définie sur |- R, R ; alors

s xn-l—l
F(z)= Zan
= n +1

est une primitive de f sur |-R, R].
Les deux ont le méme rayon de convergence.
Démonstration

Application directe du théoréme de primitivation terme & terme.

2.1.2 Exemple a connaitre : In

1
1—=z

Voel=]-1,1[,> a"=

n=0

On en déduit que

Exercice

En1?

Réponse

En 1, la série converge (TSA).
Montrons que I’égalité est également vérifiée en ce point :

Notons
- k—1 zk
Ro@)= 3 (=)
k=n+1
[kan 1

= 1 n < S
Vi s = [0,1], R (0)] £ T € —

majorant indépendant de z et qui tend vers 0.
Donc la série converge uniformément sur J.
Donc la somme est continue sur .J.
Par passage a la limite, I’égalité est aussi vérifiée en 1 :

00 -1 n—1
ST,
n=1 n

10



2.1.3 Exemple a connaitre : arctan

o

1
Vzel=]-1,1], )2t = ——
re T LAY (e -
D’ou
) g2nt
Vxelz 2n—|—1 = arctanx

En—-17en1?
De maniére analogue au cas de In (1 + z), on montre qu'’il y égalité au
point 1.

2.2 Dérivation
2.2.1 Théoréme

La somme d’une série entiére
- est de classe C™ sur l'intervalle ouvert de convergence I = |—R, R|.
- Ses dérivées s’obtiennent par dérivation terme a terme.
- Toutes ont le méme rayon de convergence.

Démonstration

Théoréme de dérivation de la somme d’une série de fonctions C! :
On note
up () = apz™

- Les u,, sont de classe C! sur I.

- La série converge simplement sur 1.

- La série des dérivées converge uniformément sur tout segment contenu
dans I.
Donc la somme est de classe C! sur I.

On en déduit aisément par récurrence sur p que la somme est de classe
CP sur [.

2.2.2 Expression des dérivées

Vr € ]-R, R], Znan
Vp > 0,Vz € |-R, R| f(p) Zn (n—1)...(n—p+1).a,a"?
e !
Vp>0,Yz €|-R,R[, f® (2) =S —— a,.a"?
P20 el RAL SV @) = 3

2.2.3 [Expression des coefficients
Soit f(z) =Y. jana™ définie sur |~ R, R[, avec R non nul.
Alors, pour tout p >0 :

f(p) (0)
p!

G,p:

2.2.4 Remarque

Si > janz™ et Y oo by,a™ coincident sur un voisinage de 0, alors pour
tout n,
an = by

11



2.3 Exemples

Donner une expression simple de

oo o
f@)=> na", g(z)=> n’a"
n=0 n=0
Réponse
Sl = i sur 1 =1-1,1[; doi f (2) = e 5 9 (x) = BN,

2.4 Des fonctions C*

En utilisant des séries entiéres, montrer rapidement que certaines fonctions
sont de classe C'*° :

2.4.1 f:t%%surﬂ%

242 g:t— 31— L sur|-mn]

sin ¢t

Il faut écrire

Application
Soit ~
2
I, = / g (t) .sinntdt
0

On montre que (I,,) tend vers 0 (comment 7).
Par ailleurs, on montre que

2 sin(2n+ 1)t
¥n >0, JMH:/ sin@n+ 1t ™
0 sint 2

Pour cela, on calcule Jo,4+3 — Jopy1-

De 14 on déduit que
+00 s
t
/ sin gt — ™

243 t— ’é'hstiflt sur R

ht—
t2

Q
—

2.5 Exemple : la fonction J, de Bessel

251 (E):zy'+y +2y=0

Que dire de la dimension de I’ensemble des solutions sur I = |0, +oo[ ?
Sur J =]—00,0[ ? Sur R ?

Réponse

dimS; = 2 = dimS; ; qu’en déduire pour dimSg ?
L’application

y— 1),y (1),y(-1),y (1))
est linéaire et injective de Sg vers R* ; donc
0 < dimSg <4

On va maintenant améliorer cet encadrement.

12



2.5.2 Chercher les solutions de (F) développables en série entiére.
Rédaction

Supposons qu’il existe une série entiére > a,.x"
- de rayon de convergence R non nul,
- et dont la somme f est solution de (E) sur I = ]—R, R].
Alors, on sait que f est de classe C*° sur I, dérivable terme & terme, et que
la somme d’une série entiére n’est nulle sur I que si les coefficients sont nuls.
Apres calculs, on obtient :

Réponse

n2.a, = —Qyp_2, a1 = 0.

(="

> frng
Vn = O, aon (QH.n!)QaO

Il est nécessaire de s’assurer que le rayon de convergence de la série obtenue
est non nul.
Ici, il est infini :

— (="
Ve eR, Jy(z)= - "
(=) 7;) (2n.n!)?

2.5.3 Expression intégrale

Montrer que :

Ve eR, Jy(z) = %/ cos (z.sint) dt
0

Démonstration

Fixons x € R.

vVt € I = [0, 7], cos (z.sint) = Z ((;713)' 2" (sint)*"

n=0

2" (sint)*" dt

1
(2n)!

Pour n > 0, on étudie
2n

In:/ (=) z?n (sint)%dt‘ :/
0 0
T 2n

(2n)!
Vn > 0,1, = int)>" dt = ——— away,
n=9, (2n)! /0 (sint) (2n)! "2

On en déduit que
xQn x2n

Vn>0,0<1I,= (2n)!'w2" <7

d’ot la convergence de la série Y I,,.
On applique alors le théoréme d’intégration terme a terme...

2.6 Complément : étude en R~
2.6.1 Exercice 1
Soit g (z) = >_.7 o bpz™ ; on suppose R = 1, les b,, positifs, et > b, diver-
gente.
Que montrer ?

Réponse

On peut montrer que
li{n g = —+o00

13



Démonstration

On sait que g est croissante sur [0,1] ; donc g admet une limite L en 1,
finie ou non.
Supposons que g est bornée, donc L finie. Notons

gn () = Z ba®
k=0

gn est continue sur [0,1] ; sa limite en 1 est
n
k=0

VYn > 0,Vx € [0,1], g, (z) < g(z)

Donc: Vn >0, L, < L.

Conclusion, > b, converge. On a montré la contraposée.
2.6.2 Exercice 2
Soit g (x) = 3.7 bya™ ; on suppose R =1, les by, positifs, et Y b, conver-
gente.

Que montrer 7
Réponse
On peut montrer que la série converge normalement sur [0,1]. Donc g est

continue sur [0, 1].

2.6.3 Exercice 3

Soit - -
F@) =Y an", glz) = b
n=0 n=0

On suppose les deux rayons supérieurs ou égaux a 1, les b, positifs, et > b,
divergente.
Montrer que :

- si ap, = 0(by), alors f < o(g)

- sl a, ~ by, alors f ~ g au voisinage de 1.

Démonstration

Supposons a, = o (by,) ; fixons € > 0 ; soit ng tel que :

n > no, Ian| < %bn

Donc
Y € DAL @) <13 ana” +5.9()
Puis
f(z) IS
Vz €]0,1], < apz"™| + =
0L | S s 1
Pour conclure : f o)
x
da €10,1],Vx € |a, 1], <e
011 ¥ € Ja. 1], |0

14



2.6.4 Application : la continuité radiale

Exercice

Soit f(z) =" janz™ ; on suppose que f (1) existe.
Montrer que f est continue sur [0, 1].
Remarquons que R > 1 et que si R > 1, le résultat est évident.

Démonstration

En remplagant f par f — f (1), on se rameéne au cas ou f (1) = 0. On notera

n

Dans ce cas, (s,) tend vers f (1) = 0. Donc s, = o (1).

Posons
E Sk- (E

Vo e]-1,1[, g (x)

L’exercice précédent s’applique :
$n = 0(1), donc g () =0 (> reoa™), ce qui signifie exactement :
xrT—r

h{n f=0
f est donc continue sur [0, 1].

2.6.5 Un exemple

Soit a,, = Inn.

o
= g Inn.x"
n=2

Montrer que R = 1, trouver la limite de f en 1, un équivalent, puis un
développement asymptotique de f au voisinage de 1.

Réponse

V. 0,1 ) > In2 12
z€]0,1], f an n2.o—

ce qui prouve que f tend vers +oo en 1~
On note H, = > _; 1 ; soit

On reconnait un produit de Cauchy :
- ar = 1 pour k> 1 et ag = 0.
- b = 1.

n
= E ak.bn,k
k=0

In(l—ux)

Ve e]-1,1],g9(z) = — e

qui est un équivalent de f en 1 d’aprés I’exercice 2.
Plus précisément
On sait que a,, = H, — v + d,, ou (d,,) tend vers 0 ; d’ou

Vwe]—l,lhf(ﬂﬁ):g(m)—f"'h( x)

avec, toujours d’apreés lexercice 2 : h(z) = o (—)



On peut continuer
an:Hn—v—ﬁ—i—o(%), d’ou

In(1—x) y 1
o T Tyl +o(n(l-a)

f(x) =

3 Fonctions développables en série entiére

3.1 Définitions
3.1.1 Fonction DSE
Soit r > 0 ; soit I = ]—r,7[ ; soit f € C°(I,C).
On dit que f est développable en série entiére s’il existe une série entiére
dont la somme est f.
3.1.2 Série de Taylor
Soit r > 0 ; soit I =]—r,r[; soit f € C> (I,C) ; soit
ARSI

n!

an,
On appelle série de Taylor de f la série > a,a™.

3.1.3 Théoréme

Pour que f soit développable en série entiére sur I, il est nécessaire que f
soit de classe C'*°.

Si f est la somme d’une série entiére, cette série entiére est la série de
Taylor.

3.1.4 Remarques

Il est possible que la série de Taylor posséde un rayon de convergence R nul,
ouque R<r.
Il est possible que la série de Taylor converge, mais que sa somme g soit
différente de f.

Dans le cas ou R > 0, que dire de la série de Taylor de g 7

Réponse

f et g ont la méme série de Taylor ; g est automatiquement développable en
série entiére.

32 z—=(1+2)" (aeC).

Théoréme

r — (1+ )" est DSE sur J =]—1,1].

Démonstration

Soit a € C\ N ; soit f (z) = (1 +z)" = e In(1+a)
f est de classe C*° sur I =]—1,+o0[ et

Vee ILVn>0, fM (@) =a(a—1)..(a—n+1)(1+z)*"

W IO _alo-1).(a-n+t1) CH ()= ( z)

n! n!

Pour la série de Taylor, montrons que R =1 :
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Soit x € R* et u,, = a,z".

Un

Vn > 2,

Up—1 n

a—n+1
|zl

qui tend vers |z|.
Donc > u, diverge si |z| > 1 et converge si |z] < 1.
Derniére étape

Il reste & montrer que f est égale la somme s de la série de Taylor.
Pour cela, on montre que f et s sont solutions de

{ (1+2)y =ay
y(0)=1

3.3 Exercice : arcsin

3.3.1 Développement en série entiére

On utilise le précédent sur J =]—1,1[ avec a = —3 :

o0

1 n
m:;w

=0

avec

2n)!
Gy = (_1 n L)z
(2m.n!)
D’ou
(oo}
Vx € J,arcsinx = Z byxintl
n=0
avec
(2n)!

" 2n+1) (20n)

3.3.2 Etude aux bornes
Rappel, la formule de Stirling (au programme) :

n

n! ~n"e "V2mn

On peut montrer que »_ b, converge de plusieurs fagons :
- en calculant un équivalent de b, : -5 en utilisant la formule de Stirling.
n2

- en utilisant un exercice antérieur.
- ou a l'aide de bb—"l avec 'exercice suivant.
-

3.3.3 Exercice

Soit (by,) une suite de réels strictement positifs telle que

bn 3 1
—1- 2 =
bn-1 2n+0<n2>

Que dire de (b,) ?

Réponse

Soit a un réel. Soit (c,) = (n®by). On étudie ;.

Cr

(et (5)) (-2 vo(5))

17



— 3.
On constate que pour oo = 5

2= (o ()

1
In¢,, — Inc,_1 = O <2>
n

D’ou la convergence de (Inc,), d’ou la convergence de (¢,,) vers une limite
strictement positive C', d’ou la conclusion :

Donc

<

by, ~

3.4 (C° mais non DSE

On définit f par
Fo) =ew (-1)

si x > 0 ; on la prolonge au choix en une fonction paire, impaire, ou nulle
sur ]—o0, 0].

On va montrer que f est de classe C™ sur R ; quelle est sa série de Taylor
o

le étape

On montre par récurrence sur n que :

P, 1
Vn > 0,Yz > 0, f™ (z) = (x).exp (—)
T T

ou P, est un polynéme. On sait que

lim w?".e =0

u——+00
Il en découle que
lim f™ (z) =0

z—0t

2e étape

On utilise le théoréme de classe C* par prolongement, qui montre que pour
tout k > 1, f est de classe C* sur R.

Conclusion

f est de classe C*° sur R, la somme de la série de Taylor de f est nulle, mais
f ne lest pas.

3.5 Les fractions rationnelles
3.5.1 Rappel

Soit R (X) = % € C(X) une fraction rationnelle ; on supposera
PArQ=1

La partie entiére E (X) est 7

18



Réponse

Le quotient de P par (. On peut écrire
Py

R=E+ —
Q

De plus, % est combinaison linéaire de termes de la forme

1
X —a

ou a décrit 'ensemble des racines de Q.

3.5.2 Développement en série entiére

Soit a € C, non nul, et n € N* ; soit
1

(z—a)"

f est développable en série entiére, de rayon R = |a].

frz—

Démonstration

Facile pour n = 1 ; ensuite produit de Cauchy.
Autre méthode :

On utilise (1 +u)* avec a = —n.
Autre méthode :

Dérivation ; par exemple,

1 - n—1
S
(1—x) —

bien plus rapide par dérivation quavec (1 + u)“.

Corollaire

Si 0 n’est pas un pole de R, z — R (z) est somme d’une série entiére.

D’aprés le théoréme sur le rayon de convergence d’une somme, le rayon
de convergence R est au moins r, minimum des modules des poles de R (X).
3.5.3 Le rayon

Exercice

Le rayon est exactement r, minimum des modules des poles de R (X).

Démonstration

C’est facile s’il existe un seul pole ... ?
de module 7.
Cas général : il existe au moins un podle a de module 7 ; on constate que

P (ta)
Q (ta)

Donc le rayon R ne peut pas dépasser r = |a|.

lim |R(ta)] = lim ‘
t—1— t—1-

4 Exercices

4.1 Avec une équation différentielle

Etudier le développement en série entiére de
frx—\z+V1+22
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Réponse

On remarque que f est de classe C™ sur R et que f (shu) = e?.
D’ou f vérifie (F) :

(1_~_$2)y//+xy/_iy:0

Aprés calculs :

Yn>0,n+2)(n+1)apsa = (i an)an, ag=1,a1 = % s R=1.
Synthése
D’aprés le théoréme de Cauchy linéaire, 1+ 22 ne s’annulant pas I = |—1, 1],

le probléme de Cauchy

{ (1+2?)y" +zy —
y(0) =1,4'(0)

admet une solution unique sur 1.
La somme de la série entiére touvée est donc f.

[

y=20
1
2

4.2 Avec une série double

Etudier le développement en série entiére de
f iz —exp(e”)

Réponse

Soit x réel ou complexe quelconque.

Un,p =

Ensuite, v, ;, = |uy, | ; puis

oo

Zvnp Z 1p' |n.x|?

=0

Existence de S,, 7

vn>0,5, = % (elml)n

Conclusion ?
Sy, est le terme général d’une série convergente, dont la somme est exp (e'”‘).
Donc le théoréme de Fubini s’applique ; finalement

VmeR,f(m):i<;i7:>.mp
" n=0 :

p=0

4.3 tan est développable en série entiére sur [ = ]—g,

[

SE

4.3.1 Les dérivées de tan

Pour tout n > 0, tan(™ > 0 sur J = [0, 3 [

Démonstration

tan™ (z) = P, (tanz), ot P, vérifie P,y1 = (1 + X?) Py.
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4.3.2 tan est DSE sur [ = ]—% g[
Démonstration

Soit x € J ; soit n > 0 ; tanz = s, (x) + 7y, (), avec

" tan® (0 Tl
o) =3 P O @) =T ()
k=0 ’

et
1
I, (z) = / (1 — )" tan™*V (zu) du
0

Fixons 0 < x < y < § ; on remarque que I, (z) < I, (y) et 0 < 7, (y) <
tan (y).
Donc :

x

n+1 T n+1
Yn>0,0<r,(z) <r,(y). (y) < tany. (y)

Conclusion ?
4.4 Y e " cos(n’x)
4.4.1 f(z)=>," e " cos (nz)

Montrer que f est bien définie et continue sur R.

Réponse

Vn > 0,Vx € R,

e ".cos (n2x)| <e™"

Majoration indépendante de x par le terme général d’une série numérique
convergente.

Donc la série converge normalement sur R.

Les termes de la série étant continus, la somme est continue.

4.4.2 (C*=

Montrer que f est de classe C* sur R ; quelle est sa série de Taylor ?

4.4.3 DSE?

Montrer que le rayon de convergence de la série de Taylor de f est nul ;
conclusion ?

4.4.4 Réponse

oo

¥p >0, F(0) = (—1)". Y e (n2)*

n=0

On sait que ) a,.2P et Y |a,| 2P ont le méme rayon de convergence.

(217)(0)’
.

. f .
Soit > 0. On va montrer que Y |(T)- 2?P diverge avec le théoréme

de Fubini :
PIRAD SAIUO RED DU DF AT Y
p=0 (2p)' n=0 - n=0 . p=0 (2]9)' n=0 .

On obtient une série qui diverge. Donc

R=0
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4.5 >YFP up=n

Soit n € N. On cherche le nombre a,, de solutions dans NP de
p

4.5.1 Meéthode élémentaire

On dispose d’un tableau de taille n + p — 1 dans lequel on range n objets
identiques, et p — 1 séparateurs.

Nombre de possibilités :
n+p—1
n

4.5.2 Avec sommation par paquets
Pour z € |-1,1], et (u1,...,up) € NP, on note

= puittup

aul,...,up

et on calcule
oo

E xu1+“.+up

(u1,...,up)ENP

en sommant par paquets de deux maniéres différentes.

Vo e]-1,1], =7 Z Zx Zz“?

u1=0 u2=0 up=0
Donc
1 - u u G n
Vo e ]-1,1], m: Z Uttt p:Zanx
(u1,...,up)ENP n=0
Or
1
Va:e]—l,l[,mz (1—-2)" anx
avec

b= PP D P mnt ) gy <n+p 1>

n

5 Compléments

5.1 La continuité radiale

Soit f(z) =Y 07 anz"™ ; on suppose que f (zp) existe.
Alors la série converge uniformément sur

K= [0, Zo]
et f est continue sur cet intervalle.
On se raméne au cas oil zg = 1.
5.1.1 Un cas particulier simple

Le cas ou ) a,, converge absolument.
Dans ce cas, la série converge normalement sur [0,1] :

Vn > 0,Vz € [0,1], |anx™| < |an|

Majoration indépendante de x par le terme général d’une série numérique
convergente.
Donc la série converge normalement sur [0, 1].
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5.1.2 Un autre cas particulier simple

Le cas ou
a, = (=1)"b,

avec (b, ) décroissante de limite nulle.
Dans ce cas, on note

et on constate que

Vo e J=1[0,1],|Rn (x)] < bpi1.a™™ < b,y

majorant indépendant de z et qui tend vers 0.

5.1.3 Démonstration du cas général

On note

o0
Tn = § ag

k=n-+1

o0
R, (z) = Z apx®
k=n-+1
Soit m,, = sup |rg| ; remarquons que ay = rg_1 — 1 et que (my,) tend vers
k>n
0 (voir plus loin).
Etudions R, :

Vz e [0,1], Ry (x) = Z (rp—1 — ) 2® = rpa™ T 4 Z Tk (ka — xk)
k=n+1 k=n+1

Justification 7 Ensuite, il faut majorer soigneusement ; on obtient :

Vo € 10,1], | Ry ()] < 2my,

5.1.4 Lemme : lim sup

Soit (u,) une suite de réels de limite L ; soit

VU, = SUP U
k>n

La suite (v,,) tend aussi vers L.

Démonstration
Soit € > 0 et ng tel que
Yn>ng, L—e<u,<L+e

Soit n > ng :
Ve>n, L—e<up,<L+e¢

Par passage a la borne supérieure :

L-e<u,<vy,<L+e¢

Remarque

Si (uy,) est seulement bornée, (v,,) est décroissante et converge vers une limite
appelée lim supu,,,
et qui est la plus grande des valeurs d’adhérence de (u,,).
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5.2 Fonctions entiéres bornées sur C
5.2.1 I, (r) =2m.ap.r?
Exercice

On note I = [0, 27].
Soit f somme d’une série entiére de rayon R > 0 :

fz)= Z anz"
n=0

Soit r € ]0, R[ ; soit

2m
I, (r)= /0 f(re®)e ™t

Alors :
VpeN, I, (r) = 2m.a,.r?

Démonstration

vn e NVt € 1, |apre™ e | = |anr"|

indépendant de t et terme général d’une série qui converge.
Donc la série converge normalement sur le segment I = [0, 27] et on peut
permuter série et intégrale :

2 . . e 21 _ '
Ip (’r) = / f (T.elt) e—zptdt — Z/ anrnemte—zptdt
0 n=0 0

00 2
I,(r)= Z anr”/o el Pty
n=0

Un calcul facile montre que
2 )
vn € Z\ {0}, / emtdt — 0
0
D’ou la conclusion.

5.2.2 Le théoréme de Liouville
Exercice
Soit f fonction entiére et bornée sur C ; montrer que f est constante ; que

dire de cos ?

Démonstration
On note M = ||f|| . Fixons p > 0.
Vr > 0,1, (r) = 2r.ap.r?

De plus :
Vr > 0,1, (r)| <27.M

Donc :
Vr>0,lap|r? <M

Donc sip > 1, a, = 0. Conclusion, f est constante.
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5.3 Les fonctions analytiques
5.3.1 Définition

Soit U un ouvert de C ; soit f: U — C une fonction.
On dit qu’elle est analytique sur U si, pour tout b € U, la fonction

foih— f(b+h)

est développable en série entiére sur un voisinage de zéro.

Exemples

Les fonctions polynomiales sont analytiques sur C.

- exp est analytique sur C.

- z — 7 est analytique sur U = C\ {1}.

- On va voir que la somme d’une série entiére est analytique sur U =
D (0,R).

- La fonction ¢ se prolonge en une fonction analytique sur C — {1}.

- La fonction T' se prolonge en une fonction analytique sur C privé des
entiers négatifs.

5.3.2 ( est analytique sur |1, 4o00]
Démonstration

On fixe a > 1. On étudie ¢ (a + h) ;

o0

o0 1 oo (__h)k L
Vh>1—a,((a+h)= Z Z;E: o (mn)

= n=1 k=0

On souhaite permuter. On pose

1 (—=h)*
unkzz 47-( )

RN .(Inn)*, Un ke = |Un k]

On pose
=S ==
v -

La série Y s, converge si et seulement si |h| < a — 1, et dans ce cas on peut
permuter les sommes.
Conclusion :

W <R=a—-1=((a+h)= Zakhk

avec

. (Inn) k

1 o0
= u Z
Bien entendu, on retrouve la série de Taylor de ¢ au point a.

5.3.3 La somme d’une série entiére est analytique

Soit f la somme d’une série entiére sur U = D (0, R).
Alors f est analytique sur U.



Démonstration
VzeU,f(z Z an?

Fixons b € U ; notons r = R — |b].
Soit h tel que |h| < 7.

o0 n

f+h)= Zan (b+h)" Zan

n=0 k

n n—k pk
<k>b .h
0

Sn = ];)\an.b"‘k.h’“] ( Z ) = |an| (|b] + |R)"

> s, converge, car

Soit

|b| +|h| < R = R, = Ry

On peut donc appliquer le théoréme de Fubini :

Fom =33 o ()0t = Yot
k=0n=~k k=0
avec
oo 1 o0
ck = Zan.< Z >b”k yZn(nf1)(n72)...(nfk+1).an.b”7k
n=k " n=k
Remarque

Dans le cas ou b est réel, on trouve que

Etait-ce prévisible 7

5.4 Les zéros
5.4.1 Un zéro isolé

Soit f(z) = > 07, anz™ définie sur U = D (0, R) ; on suppose f (0) = 0.
Alors 0 est un zéro isolé, sauf si f est nulle.

Démonstration
Supposons f non nulle. Soit
p =min{n € N/a, # 0}

On peut écrire :
o0
VzeU, f(z Zan —zp.Zan+pz”:zp.g(z)
n=0

ou g est la somme d’une série entiére de rayon 1, donc continue en 0, telle
que

g(0)=a, #0
5.4.2 Généralisation

Soit f analytique sur U ouvert de C connexe par arcs.
Alors les zéros de f sont isolés, sauf si f est nulle.
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Démonstration

On montre que l'intérieur de I’ensemble des zéros est ouvert et fermé dans
U.

5.5 Inverse, méthode 1

Soit f(z) =" janx™ ; on suppose ag = 1 et R, > 0.
On définit (b,) par bp =1, et sin > 1:

n—1
bn = - Z anfkrbk
k=0

Il est nécessaire de vérifier que R, > 0.
On sait qu’il existe C > 0 tel que :

Yn >0, |a,| < C"

D’ou
n—1
Vn > 1, [ba| < [bk|Cm
k=0
Notons d; = %
n—1
Vo > 1, d, < Z dy,
k=0
Notons s, = >, _od :

On obtient enfin :
Vo > 1,|b,| = d,C" < 5, ,C™ < 27710

Conclusion ? 1

Ry > —
b=9¢C

5.6 Un lemme sur le produit

Soit f(z) =30  ganz™ et g(z) = > 0 i bpa™ ; soit R = min (R, Rp).
On suppose R > 0 ; soit

hiz) =7 ca" = f(2)g ()

On note :

(oo} oo oo
fr(@) =) lanla™, g1 (@) = D |bala™, hu (2) = ) |en| 2"
n=0 n=0 n=0
Alors, les coefficients de f1.g7 majorent ceux de hy, et
Vo € [0,R[,0< hy (z) < f1(x) ¢ (2)
Démonstration

Vn eN, |e,| =

n
E ak.bn_k
k=0

n
<Yl - [bnk]
k=0
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5.7 Inverse, méthode 2

Soit f(z) = > o~ jana™ ; on suppose ag = let R, > 0; f(xz) =1 — h(z)

avec
o0
- E anx"

g = 2 @)
p=0

a condition que |k (z)] <1 ; (h(z))” =3 7" cn (p) 2™
Donc, si |h(z)| < 1:

M

( p=0n=0

Il reste & intervertir...
Posons hy (z) = Y07 |an| 2™ 5 (hy (2))” = Y07 dn (p) 2™
Que dire de d,, (p) ?
len (p)] < dn (p)

Fixons r > 0 tel que 0 < hy (1) < 1...

5.8 Geénéralisation : la composition

Soit f (z) = > .7 o anaz™, et g (x) = >.0"  bya™ ; on suppose ag = 0, R, > 0,
et Ry > 0.

On veut montrer que g o f est développable en série entiére au voisinage
de zéro.

Démonstration
On pose
o0
P=) )
n=1
oo oo
Z|an|m (w))p = Zdn (p)z
n=1 n=1
A nouveau :

Fixons r > 0 tel que 0 <7 < R, et 0 < f1 (1) < Rp.
Soit x tel que |z| <7 :

gof( Zb >

p=0 n=0

On note uy, p = bp.cy (p) 2" ;5 [Unp| < U p = |bp|.dp (p) .77 5 d’o1t

sp= D lunpl < 10| (f1 (1)
n=0

.
D’ou ) s, converge.
On peut donc intervertir :

oo o0
gof Zm"pr cn (
p=0

n=0
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5.9 Localisation des racines d’un polynéme dans C.
5.9.1 Intégrale curviligne

Soit a € C et r > 0. Soit C le cercle de centre a et de rayon r. On paramétre
C par : ‘
yit—a+ret

Soit f € C°(C,C). On note

[yf(z)dZZ ;

5.9.2 Un calcul d’intégrale curviligne

Soit b € C. Calculer
Ly
24 N E— b

On trouve 1si |b—a|l <r,0si |b—al| >r.

2m

2
fovy = / f(a+ret)ire™dt
0

Réponse

Casou|b—al<r:
1 dz 1 [ irett df = 1 [ dt
2w )y z—b  2im Jo a+ret —b 2w fo 1 b=te—it

Donc

Casou |b—a|l>r:

1 dz 1 T et g — 1 r /27r ettdt
2ir J,z—b 2w )y a+rett—b  2ra—bJ, 1- e

b—a
1 dz 1 r I r\"
- —— ) 'L(n+1)tdt
2m J,z—b 27 a—b/o nz_o(ba) ¢

5.9.3 Application aux racines des polyndémes

Soit P € C[X] n’ayant pas de racines sur le cercle 7. Que dire de

1 [ P(2)

P2 dz

2w J,
C’est le nombre de racines de P dans le disque. On peut en déduire que
- L’ensemble U des polynomes de degré n (n > 1), scindés & racines
simples, est un ouvert de C,, [X].
- Si Py est dans U, si P est suffisamment proche de Py, alors les racines
de P sont proches de celles de Pj.
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