
Polynômes orthogonaux 

 

 

1   Polynômes de Laguerre. 

Soit E = { f  C ( [0, +[, ℝ)  /  )(2 xfex x   est intégrable sur [0, +[  }.     

a   Montrer que E est un EV et que  ( f, g)  




0
)()( dxxgxfe x  définit un PS sur E.    

b   Montrer que E contient les fonctions polynomiales. 

c   On note  
0nnP  la base obtenue par orthonormalisation de la base canonique ; montrer que : 

   .10,0
2
 nPn  

d   Soit F  l'ensemble des polynômes nuls en 0 ;  déterminer l'orthogonal de  F  dans ℝ[X]. 

 

2   Polynômes de Legendre :  Soit nA  = nX )1( 2  , nL  = 
)(n

nA   et  nE  : ynnxyyx )1('2")1( 2   = 0. 

a   Montrer sans calculs (presque) que nE  possède une solution polynomiale de degré n. 

b   Montrer que nL  possède n racines distinctes dans  I = ] 1,1 [.  (Rolle).     

c   Montrer que ( nL ) est une base orthogonale de ℝ[X] pour le PS défini par ( P / Q) = I
PQ .      

d   On note nQ  = ')1( 2

nLX . Montrer que )/'( k

n XQ = 0 pour tout k < n.      

e   En déduire que ( nL , 'nQ ) est liée, puis que nL  est solution de nE .      

f   Les solutions de nE  sont-elles toutes DSE ? 

 

3a   Soit n  0. Montrer l'existence et l'unicité d'un polynôme, noté nT , tel que :  t  ℝ, )(cos tTn  = ntcos .    

b   Montrer que :  n  1, 1nT = 12  nn TTX . Calculer nT  pour n  3.  Préciser le terme constant, le degré,  

et le terme dominant de nT .  Montrer que  nT  a la même parité que n. 

c   Comment calculer nT  en Python ? 

d   Soit E = C°([ 1,1 ], ℝ) ; pour f, g éléments de E, on pose )/( gf = 


1
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)()(
dt

t

tgtf
.   

Vérifier l'intégrabilité, et montrer qu'on définit ainsi un produit scalaire sur E.   

e   Montrer que  NnnT )(  est une base orthogonale de ℝ[X].    

f   Chercher les racines de nT  et étudier ses variations sur [ 1,1 ].     

g   Que dire de )(chxTn ?   Etudier les variations de nT  sur ℝ. 

h   Montrer que nT  est solution de ynxyyx 22 '")1(   = 0. 

 

 

4   Polynômes de Laguerre. 

Soit E = { f  C ( [0, +[, ℝ)  /  )(2 xfex x   est intégrable sur [0, +[  }.     

a   Montrer que E est un EV et que  ( f, g)  




0
)()( dxxgxfe x

 définit un PS sur E.    

b   Soit )(xLn  =  )
!

(
n

x
e

dx

d
e

n
x

n

n
x   ;  montrer que nL  est un polynôme de degré n.  

c   Soit )(xn = 
!n

x
e

n
x   ; montrer que )0(n

kD  = 0 si k < n, 1 si k = n,  puis que NnnL )(  est une BON de ℝ[X].      

d   Soit a  0  et )(xfa = 
axe

 ; montrer que 
2

af  = 





0

²,
n

na Lf  = 
12

1

a
.      

e   Etablir que { nf / n  ℕ } engendre un SEV dense dans E. 

f   A l'aide de d et e, montrer que ℝ[X] est dense dans E ; en déduire que :  f  E, 
2

f  = 





0

²,
n

nLf . 

 


