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1 Algébres

K désigne un corps.

1.1 Définition
(A, +, ., X) est une K-algébre si

1) (A, +,.) est un K-espace vectoriel.
2) (A, +, x) est un anneau.
3) Si z et y sont des éléments de A et A un scalaire :

A(zy) =z (Ay) = (Az)y

1.2 Exemples

Soit K un corps ; exemples de K-algébres :
1) K, K [X].
2) KX = F (X, K) pour la multiplication usuelle.
3) M, (K) ; (L(FE),+,0) si E est un K-espace vectoriel.

1.3 Sous-algébres

B est une sous-algebre de (A4, +, ., X) si :
1) B est stable par combinaison linéaire.
2) B est stable par multiplication.
3) 14 € B.

Conséquence

B est stable pour les 3 opérations, et constitue une algébre pour les opéra-
tions induites.

Remarque

Pour montrer qu’un ensemble est une algébre, on montre en général que c’est
une sous-algebre d’une algébre connue.

1.4 Morphisme d’algébres

Soit A et B deux K-algébres ; f: A — B est un morphisme d’algébres si
- f est une application linéaire
- et un morphisme d’anneaux.
Concrétement, on vérifie que :
1) f est une application linéaire.
2) f est un morphisme multiplicatif.
3) f(1a) =1p.

2 Sous-espaces vectoriels

FE désigne un K —espace vectoriel.

2.1 Définition d’un sous-espace vectoriel
2.1.1 Définition

F est un sous-espace vectoriel de E si
- F est non vide.
- I est stable par ’addition.
- I est stable par la multiplication par les scalaires.



2.1.2 Somme de deux vecteurs

Soit F' un sous-espace vectoriel de E ; soit = et y des éléments de F.
Que dire de x + y si les deux sont dans F, un seul des deux, aucun des
deux ? Un dessin !

Réponse

-sizeFetye F,alorsx+yeF
-siz€Fety¢F,alorsx+y ¢ F ;en effet,
y=(+y —=

Si x + y était dans F, y serait dans F.
-six ¢ Fety¢ F, on ne peut pas conclure ; exemples : = = y et
T = —y.

2.2 Somme

2.2.1 Définition

Soit F1, ..., Fy; des sous-espaces vectoriels de E' ; soit

f @ Fix.xF — D)
(@1,.02q) — T1+..4+x4

L’image de f est notée Fy + ... + F, ; on I'appelle somme de Fi, ..., Fj.
On montre facilement que f est une application linéaire, ce qui entraine
que Fy + ... 4+ Fj est un sous-espace vectoriel de F.

Exercice

Montrer que F;+...4+F; est le plus petit sous-espace vectoriel de E' contenant
FLU...UF,.

2.2.2 Image d’une somme

Exercice

Soit u € L (E, F) et Ey, F5 deux sous-espaces de E.
- comparer u (E; + Es) et u (Eq) + u (E»).
- comparer u (E1 N Ey) et u (E1) Nu (E2).
- comparer u (Ey U Ey) et u (Eq) Uu (Es).

Réponse

La linéarité ne sert que pour le premier.
u (E1 + Eg) =Uu (El) +u (EQ)

u(E1 N Ey) Cu(Er)Nu(Es).

U

u(Fy UE) =u(E7)Uu(E2), mais en général ce ne sont pas des sous-
espaces vectoriels.

2.3 Somme directe
2.3.1 Définition : somme directe

On dit que la somme F +...4+F, est directe si f est injective, ou ker f = {0} ;
ce qui signifie que tout vecteur de la somme se décompose de maniére unique.
Dans ce cas, on la note
L ®...0F,



2.3.2 Supplémentaires
Soit F1, ..., Fy, des sous-espaces vectoriels de F.

On dit qu’ils sont supplémentaires dans F s’ils sont en somme directe, et
que leur somme est E.
Ils sont donc supplémentaires si et seulement si f est un isomorphisme.
2.3.3 Existence
Théoréme
Si F est de dimension finie, tout sous-espace F' posséde un supplémentaire
dans F.

Démonstration

Soit (eq, ..., ep) une base de F, que 'on compléte en une base (eq, ..., e,) de
E.
Alors (ep41, ..., en) engendre un supplémentaire de F' dans E.

2.3.4 Caractérisation
Exercice

La somme F + ... + Fy est directe si et seulement si pour tout j, 2 < j <gq,

Démonstration

Supposons que la somme n’est pas directe.
Soit (1, ..., 4) non nul tel que

q
S0
k=1
Soit alors
j=max {k/1 <k <gq, z #0}
Alors j > 2, z; #0, et Zi:l zr =0, d’ont

j—1
T = — E Tk
k=1

Donc
T; € (Fl + ... +Fj,1) ﬂFj \ {0}

On a montré que si la somme n’est pas directe, alors il existe j tel que
(Fy+ ...+ F_1)NF; # {0}

La réciproque est plus facile.

2.3.5 Exemple

Que dire de trois droites distinctes dans un plan 7

Réponse

Elles ne sont pas en somme directe, mais en somme directe deux a deux.



2.4 Réunion
2.4.1 Cas de deux
Exercice

Soit F, G deux sous-espaces vectoriels de F.
Si FU G est un sous-espace vectoriel de E, montrer que 'un des deux
est contenu dans l'autre.

Démonstration

On montre la contraposée.
Supposons qu’aucun des deux n’est contenu dans I'autre.
Donc lexistence de a € F\ G et b€ G\ F ; soit

c=a+b

On sait que dans ce cas ¢ n’appartient ni & F' ni a G.
Conclusion : F'U G n’est pas un sous-espace vectoriel de E.

2.4.2 Généralisation

Soit F1, ..., Fy des sous-espaces vectoriels de /. On suppose que leur réunion
F est un sous-espace vectoriel de F.
Montrer que I'un des F}; contient tous les autres.

Démonstration

Par récurrence sur ¢ ; le cas ¢ = 2 est connu ; soit ¢ > 3 ; supposons la
propriété au rang q¢ — 1.
Supposons donc F' = Fy U...UF, ;si F = F1 U..UF,4, il suffit
d’appliquer I’hypothése de récurrence.
Sinon : il existe un
r€eF \ (Fl U... Uqul)

Soit y € F' non nul ; considérons les
Y =2 +ty

ou t décrit K ; K étant infini :
- deux des y; appartiennent au méme F}.
- x et y appartiennent & ce méme Fj.
-z € F;,donc j =q;doncy € F,.
Conclusion, F' = Fj.

3 Le théoréme du rang

3.1 Dimension de F x G

Théoréme

Si E est un K —espace vectoriel de dimension p et F' un K —espace vectoriel
de dimension ¢, F x F est un K —espace vectoriel de dimension p + q.
Démonstration

Soit (e1,e2,...ep) une base de E et (f1,..., fy) une base de F' ; on montre
aisément que

((e1,0), ..., (€p,0),(0, f1), ..., (0, fg))

constitue une base de E x F.



3.2 Dimension de FF& G
Théoréme

Si F' et G sont deux sous-espaces vectoriels de E en somme directe, alors

dmF&®G=dimF +dimG

Démonstration

Il existe un isomorphisme de F' x G sur FF ¢ G :

(z,y) =z +y

3.3 Théoréme du rang

3.3.1 Théoréme de ’isomorphisme induit

Siu € L(FE,F) etsi E est un supplémentaire de keru dans E :
E=keru® E'

Alors u induit un isomorphisme v« de E’ sur Imu.

Démonstration

Il est clair que v’ est une application linéaire.
Son noyau est E' Nkeru = {0}, donc «' est injective.
Soit y = w (x) un élément de Imwu ; on écrit

T =1+ X2
avec 1 € E' et x5 € keru. Alors
y = (1)

Ce qui montre que u’ est surjectif.

3.3.2 Théoréme du rang

Si E est de dimension finie, et si w € L (E, F), alors

dim F = dim (keru) + rgu

Démonstration

E étant de dimension finie, on sait que ker u posséde un supplémentaire E’
dans E.

On peut donc utiliser 'isomorphisme induit : »’ étant un isomorphisme,
E’ et Imu ont méme dimension ; donc :

dim E — dimkeru = dim E’ = rgu

3.4 Dimension de '+ G

Théoréme (formule de Grassmann)

Soit F' et G des sous-espaces vectoriels de dimensions finies de E. Alors :
dim (F 4+ G) = dim F + dim G — dim (F N G)

Démonstration 1

On définit
f‘{ FxG—F+G

(r,y) > x+y
Que dire de ker f 7



Réponse

i:x — (z,—x) est un isomorphisme de F NG sur kerf. D’ou

dim (F 4+ G) =dim F + dim G — dim (F N G)

Démonstration 2

Soit F} un supplémentaire de FNG dans F : F = F; & (FNG) ; on vérifie
que
F+G=FRaGg

On en déduit

dim (F 4+ G) = dim (F}) + dim (G) = dim F + dim G — dim (FF N G)

3.5 Dimension d’une somme directe
Théoréme

Soit F1, ..., Fy des sous-espaces vectoriels de dimension finie de F ; dans ce

cas : . .
dim» " F; <) dim F;
j=1 j=1
et il y a égalité si et seulement si la somme est directe.

Démonstration

On applique le théoréme du rang a 'application :

f : F1><...><Fq — F1++Fq
(@1,.00y2q)  — T14 ...+ 4

3.6 Exercices

Soit w,v € L(F,F) et E' un sous-espace vectoriel de E. On suppose E de
dimension finie. Montrer que :
-dimu (F') < dim E’
- rg(u+v) < rg (u) + g (v)
Soit v € L(E,F) et u € L(F,G). On suppose F et F de dimensions finies.
Montrer que :
- rg (wov) < rg (u)
- rg(uov) < g (v)

Démonstration

- On applique le théoréme du rang a v’ = u/p.
- Im (u + v) C Imu 4 Imo.

- Im (uowv) C Imu.

- Im (uwowv) =u(Imv)

3.7 Les noyaux itérés
Exercice important

Soit u € L (E) ; on note u® = Id, Fy, = keru” et G} = Imu” pour k > 0.

a) Montrer que (F}),~, est croissante et (G}),~, décroissante.

b) Montrer que si k > 0 et Fy, = Fiy1, alors Fi1q1 = Fjyo.
On suppose que FE est de dimension finie n ; soit a; = dim F}.

c) Montrer que a,, = Gy41-

d) Montrer que (ag+1 — a) est décroissante ; on pourra utiliser la re-
striction de u* a Frq.



e) Montrer que (F),~, et (Gr),>, sont stationnaires a partir du méme
rang.
On ne suppose plus E de dimension finie.

f) Trouver un exemple ot (G}),~, est stationnaire, mais pas (Fi),~-

g) Soit £ =R [X]; u(P) =P’ ; montrer qu’il n’existe pas de v € L (F)
tel que u = v2.

h) Montrer que si (Fj),so €t (Gr)g>o sont stationnaires, elles le sont a
partir du méme rang (plus difficile).

Démonstration de b)

Soit € Fria ; u**? (z) = uF™! (u(z)) = 0 ; donc u (z) € Fyy1 = Fy ; donc
uk (u(z)) =0

Finalement
T € Fr1

Démonstration de c)

Si par l’absurde a,, < a,41, alors 0 =ag < a1 < ... < ap < Apy1.
Donc, par récurrence sur k, pour 0 < k <n+1: ax > k ; en particulier

apt1 2>n+1
Contradiction ; donc a,, = ap41.-
Autre démonstration de c)
Si u™(z) # 0 et w1 (z) = 0, on montre que la famille
(z,u(x),..,u" (x))
est libre.
Démonstration de d)
Avec le théoréme du rang :
apt1 — a = dimu® (Fj11) = dim (Imu* N keru)

Démonstration de f)

E=RI[X];u(P)=P.

Démonstration de g)
Si v existe, kerv C keru qui est de dimension 1.

- si kerv = (0), v est injectif, u aussi, contradiction.

- si kerv = keru = kerv?, on utilise b) : la suite (ker vk) est stationnaire,
contradiction.

4 Interpolation de Lagrange

On fixe n > 0 et ag, ..., a, € K, distincts.

4.1 Un isomorphisme

. Kn[X]_>Kn+1
[ { P — (P(ag),..., P (ayn))



Attention

K, [X] est de dimension n + 1, donc n + 1 points.

4.2 Une base adaptée

On cherche les antécédents des éléments de la base canonique. Soit

N = (X—aj)

0

n

J

et

Exemple

n:2;N:(X—a0)(X—a1)(X—a2);N():(X—al)(X—ag);Nl =
(X —ap) (X —az) ; Na = ...

Que dire de f(N;) ?

On note

Images des L; par f

L; (a;) = ¢;,; ; par exemple, f (Lo) = (1,0...,0), f (L1) = (0,1,0,...,0) ...
En résumé, I'image de (Lo, ..., L,,) est la base canonique de K"*!.

4.3 Remarque
Nj (Clj) =N’ (CLJ'), donc

N; N

L= M) = V) X —ay)

Démonstration

N = (X —a;).Nj ; on dérive, et on évalue en a;.

4.4 Expression d’un polynéme dans cette base
VP e K,[X], P=)_ P(a)L,
=0

Démonstration
On écrit .
P=> XLy
k=0
et on évalue en chaque a;.

Ou on constate que la différence est un polynoéme de degré au plus n, qui
a au moins n + 1 racines.

Au fait, pourquoi est-ce une base 7

On peut répondre que c’est Iimage de la base canonique de K"*! par un
isomorphisme ; ou constater que la formule précédente prouve qu’elle est
génératrice, de cardinal n + 1.

On peut aussi montrer directement qu’elle est libre.

10



5 Matrices équivalentes

5.1 Rang d’une matrice

Soit A € M, , (K) ; les colonnes de A sont des éléments de M, 1 (K). Notons
C = (C4,...,Cy) la famille des colonnes de A.
On appelle rang de A le rang de cette famille :

rgA =rg(Ch,...,Cy)

Exercice : matrices de rang 1

Toute matrice M de rang 1 s’écrit
M=XxY"

ol X et Y sont des colonnes non nulles.

Démonstration

Les colonnes M; de M sont proportionnelles & une colonne X :
Mj = yj.X

Donc m; ; = x;.y; ; donc
M=XY"

5.2 Définition : matrices équivalentes

On dit que M et M’ éléments de M, , (K) sont équivalentes si

3P € GL, (K),3Q € GL, (K), M’ = PM.Q

5.3 Théoréme

On suppose F et F' de dimensions finies ; soit « € L (E, F) de rang r.
Alors il existe une base e de E et une base f de F' telles que

I. 0
Mg =ai= | 50| € a )
Démonstration

Voir isomorphisme induit...
Soit (eq,...,e,) une base de E' ; (fi,..., fr) leurs images ; (ey41,...,€q)
une base de ker u...

5.4 Caractérisation
Dans M, 4 (K), A et B sont équivalentes si et seulement si elles ont le méme
rang.
A est équivalente & J, si et seulement A est de rang r.
5.5 Transposée
Théoréme

Une matrice et sa transposée ont le méme rang.

Démonstration

Si A= P.J,.Q, alors AT = Q7T.J,.PT ; attention, ce n’est pas le méme .J,.

11



5.6 Caractérisation du rang
5.6.1 Lemme
Soit A € My, , (K), et r son rang.
Le rang r’ d’une matrice extraite A" vérifie ' < 7.
Démonstration

Si A’ est obtenue en supprimant des colonnes dans A, C' C C ; donc
Vect (C") C Vect (C)

Donc ' < r. Si on supprime aussi des lignes ?

5.6.2 Théoréme
Soit A € M, , (K), et r son rang.

r est la taille maximale d’une matrice carrée extraite inversible.
Démonstration

La famille des colonnes de A, C' = (C4,...,Cy) est de rang r ; il existe donc
une sous-famille libre de cardinal r ; on obtient ainsi une matrice

A1 c Mp,r (K)

de rang r.
La famille des lignes de A; est aussi de rang r ; elle posséde donc une
sous-famille libre de cardinal r ; on obtient ainsi une matrice

A2 € GL, (K)

5.7 Applications

5.7.1 Exercice 1 : l'inverse faible

Soit A € M, , (K) ; montrer l'existence de B € M, , (K) vérifiant ABA = A
et BAB = B.

5.7.2 Exercice 2

Soit E un espace vectoriel de dimension finie ; soit v € L (E) ; montrer
Pexistence de v € GL (E) tel que v o u soit un projecteur.

5.7.3 Réponses

Si A= P.J,.Q, il suffit de choisir B = Q~'.J,.P~! ; si Mp (u) = P.J,.Q, il
suffit de choisir
Mp(v)=Q P!

6 Déterminants

6.1 Déterminant triangulaire par blocs

Théoréme

A
0 C
C carrées ; alors

Soit M = { } une matrice triangulaire par blocs ; on suppose A et

det M = det A.det C

12



Démonstration
v |4 Bl_[L o0 I, B A 0
“lo c|T|o c||lo 1,|]o0 I
6.2 Déterminant de Vandermonde

6.2.1 Il est non nul

Soit n > 1 et ag, ..., a, € K, distincts ; le déterminant suivant est non nul :

n

1 ap - Qg

1 a, . a}
Démonstration

Soit C'= >"}'_, A\Cj, une combinaison linéaire des colonnes ; soit

P=> NX*
k=0
Si C =0, que dire de P 7

Réponse

Si C =0, P posséde n + 1 racines, les ay ; étant de degré au plus n, il est
nul ; donc les A\g sont nuls.

On a montré que la famille des colonnes (Cy,...,Cy,) est libre, ce qui
prouve que le déterminant est non nul.
6.2.2 La valeur exacte

Théoréme

On montre qu’il vaut

I1(a; —a)

i<j
Démonstration

C’est clair si ay, ..., a, ne sont pas distincts. On les suppose donc distincts
et on procéde par récurrence sur n.

Le résultat est évident pour n = 1 ; soit n > 2 ; supposons la propriété
vérifiée au rang n—1 ; on remplace dans le déterminant a,, par X ; on obtient
un polynoéme P € K, [X] dont on connait n racines distinctes ag, ..., an—1 ;
de plus, le coefficient de X™ dans P est donné par ’hypothése de récurrence.
6.2.3 Une application

Exercice

Soit n > 1 et Aq,..., A\, n complexes ; on suppose que

VE,1<k<n Y M=0

j=1

Montrer que les \; sont nuls.

13



Démonstration

Supposons par ’absurde qu’ils ne sont pas tous nuls ; on peut supprimer ceux
qui sont nuls, regrouper ensemble les A; qui sont identiques, les réindexer,
et on obtient :

q
VE,1<k<gq,» njA=0

Jj=1

ou g est le nombre de A; non nuls distincts, et n; le nombre de fois que la
suite de départ A1, ..., \,, contient A;.

Le vecteur (nq, ..., ng) est donc solution d’un systéme linéaire homogéne,
dont le déterminant est non nul, car Ay, ..., Ay sont distincts ; donc

(n1,...,mq) =0
Or les n; sont des entiers non nuls, contradiction ; conclusion, tous les A;

sont nuls.

7 Comatrice

7.1 Définition

Soit A € M, (K) ; on note D; ; le déterminant de la matrice obtenue & partir
de A en supprimant la ligne i et la colonne j ; la comatrice de A est

((—1)”3' .Di,j)

7.2 Comatrice et inverse
Théoréme

Pour tout A € M, (K) :
‘Com (A).A = A.'Com (A) = det (A) .1,

Si de plus A est inversible

1
-1 t
A7 = Tt A ComA

} ; si det A est non nul, A=t =7

-1 _ 1 d —C
AT = ad — be { b a }
7.3 Exercice : les inversibles de M,, (Z)

Soit A € M, (Z).
Montrer que A est inversible et A™! € M,, (Z) si et seulement si det A =
+1.

Démonstration

Supposons A~ € M,, (Z).

Alors A.A=1 =1, ; donc det A.det A= =1 ; c’est le produit de deux
entiers, donc det A = +1.
Supposons det A = +1.

A € M, (Z), donc ComA € M,, (Z) ; donc A~ € M, (Z).
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7.4 Exercice : rang de la comatrice

Soit A € M,, (K) ; soit r son rang, et r’ le rang de ComA.

-casour=mn:r =n.

-casour<n-—2: ComA=0.

-casour=n—1. '‘Com(A4).A = det (A) .I,, = 0, donc I'image de A est
contenue dans le noyau de ‘Com (A) ; donc 7’ < 1 ; de plus, Com (A) n’est
pas nulle, donc

r=1

8 Hyperplans

8.1 Définitions

E* =L (E,K) : I'ensemble des formes linéaires.

Hyperplan

Un hyperplan H est le noyau d’une forme linéaire non nulle ¢.
On dit alors que @ est une équation de H.

8.2 Caractérisation

Tout supplémentaire d’une droite est un hyperplan ; si F est de dimension
finie n, les hyperplans sont les sous-espaces de dimension n — 1.

8.3 Equations d’un hyperplan
8.3.1 Théoréme

Elles sont proportionnelles.

Démonstration

Soit f et g deux éléments de E* — {0} ; supposons H = ker f = kerg et
montrons que (f, g) est liée.
Soit a € E'\ H ; soit

~g(a)
@

La formule
g=Af

est vérifiée sur H et au point a, donc sur F par linéarité ; en détail :
Soit = € E.
dte K,3he Hx=h+ta

Alors :
g(@)=g(h+ta)=tg(a)=tAf(a)=Af(z)

8.3.2 Autre formulation

Soit f et g deux éléments de E* ; si ker f C ker g, alors

MeK,g=\f

8.3.3 Cas de K™

Si F = K", les formes linéaires sont de la forme

n
o (1, T, ... Tp) — Zajxj =AT X
j=1

15



Démonstration

n n
¢ (z1,T2,...Tn) = ¢ E zje; | = g a;T;
J=1 Jj=1

ou (e1,ea,...e,) est 7

8.4 Généralisation
Exercice

Soit ¢ > 1 ; soit f, f1,..., fq des formes linéaires sur £ ; on suppose que

q
ﬂ ker f; C ker f

j=1

Montrer que f est combinaison linéaire des f;.

Démonstration 1

Par récurrence sur ¢ ; le cas ¢ = 1 est connu ; soit ¢ > 1 ; supposons la
propriété au rang g. On part de

q+1

ﬂ ker f; C ker f

j=1
Soit
q
E = ﬂ ker f;
j=1

On examine les restrictions sur B’ :

ker f;., C ker f'

D’apréslecas g =1:
f/ = )‘q+1f;+1
Donc
E" Cker (f = Ag1fq+1)

Donc, d’aprés 'hypothése de récurrence :
f — Ag+1fq+1 est combinaison linéaire des (fj)lgqu'
Démonstration 2
C’est une conséquence directe de ’exercice 2 de factorisation, qui s’applique
avec F'= K1.
8.5 Intersection d’hyperplans
8.5.1 Théoréme
Si E est un espace de dimension finie n, l'intersection de m hyperplans est
de dimension au moins n — m.

Démonstration

Km
(01 (2) ey om (7))

U
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8.5.2 Exercice

Si E est un espace de dimension finie n, l'intersection de m hyperplans
d’équations 1, ..., Py, est de dimension n — r, avec

7 =18 (P1, s Pm)

Démonstration

Il suffit d’étudier le cas ou (@1, ..., pm) est libre, et de montrer que dans ce
cas f est surjective.

Par contraposée : si f n’est pas surjective, Imf est contenu dans un
hyperplan de K™ :

Il existe a = (ay, ..., a;,) non nul tel que

Vo € E, Zaj.goj (x)=0
j=1

ce qui montre que (1, ..., ) est lice.

9 Complément : opérateur A
Ici, K =R ou C.
E = K [X] ; on définit A par

AP=P(X +1) - P(X)

9.1 Noyau
ker A = Ko [X] ; quel est le degré de AP 7 Son terme dominant ?

Réponse

Si AP =0, alors P (X)— P (0) a une infinité de racines (les entiers naturels),
donc
P=P(0)

Si P=a,X"+ ..., alors
AP =n.a, X" 1+ ..

Remarque

Si par exemple K = Z/pZ (avec p premier), c’est trés différent.
Un exemple d’élément du noyau non constant ?

Réponse
XP—-X=XX-1DH(X-2)...(X-p+1)

9.2 A est surjectif
Démonstration

Pour n > 1, on introduit
An : Kn [X] — Kn—l [X]

restriction de A ; A,, est surjectif d’apres le théoréme du rang ; comment en
déduire que A est surjectif ?

9.3 Un exemple d’isomorphisme induit

Un supplémentaire de kerA 7
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Réponse

Par exemple,

E' ={P € E/P(0) =0} = Vect (Xk)keN*

D’ou un isomorphisme A’ induit par A de E’ sur E.

9.4 Une base adaptée : les polynomes de Hilbert

On les définit par Hy = 1, et H, = (A’) "' (H,_1) ; pour n > 1, H,, est
donc caractérisé par

A(H,)=H,1,H,(0)=0
On en déduit facilement que 0,1, ...,n — 1 sont racines de H,, ; finalement :

X(X—1)..(X=n+1) _ ( X)

H pr—
" n! n

Soit A, 'endomorphisme induit par A sur K, [X].
Quelle est sa matrice dans la base (Hy, ..., Hy) ?

Réponse
0 1 0
0 1
M =
1
0 0

Quelle base choisir pour que cette matrice soit celle de D : P — P’ ?

Réponse

(%)
k! 0<k<n

9.5 Calcul de A"

VP e E, A"P = Z (—1)"_k ( Z ) P(X +k)
k=0
Démonstration

A =T —1d, les deux commutent, on applique la formule du bindme.

9.6 Exercice
Soit P, = > 1, (=1)""* H}, ; exprimer P, en fonction de H,,.

Réponse

(I+A)P,=H,;dou P, =T"'H, = H, (X —1).
9.7 Exercice
Montrer que Vn > 0, H,, (Z) C Z.

Réciproquement, soit

Montrer que si P (Z) C Z, les as sont dans Z.
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Réponse

Si P(Z) C Z, d’abord ag € Z ; ensuite, (AP) (Z) C Z...

10 Complément : factorisation des endomor-
phismes

On suppose que F, F' et G sont de dimensions finies.

10.1 Exercice 1

Soit v € L(F,G) et w € L(E,G) ; trouver une condition nécessaire pour
qu’existe u € L (E, F) tel que

w=vou

Montrer que cette condition est suffisante.

Réponse

Imw C Imv est une condition nécessaire.
Réciproque : soit (eq,es,...e,,) une base de E ; pour tout j, w(e;) €
Imw C Imv ; on peut donc choisir un antécédent f; dans F' de w (e;) par v :

v (fj) =wl(ej)
Ensuite, on définit u par
Vj, U (ej) = fj
Alors :
Vi, w(ej) = v (fj) =voule)
10.2 Exercice 2

Soit w € L(E,F) et w € L(E,G) ; trouver une condition nécessaire pour
qu’existe v € L (F,G) tel que

w=vou

Montrer que cette condition est suffisante.

Réponse

ker u C ker w est une condition nécessaire.
Réciproque : soit (f1, fa,...fn) une base de Imu ; chaque f; a un antécé-
dent e; par u ; on définit v par

Vj,v (f_]) =w (6]‘)

Alors :
Vj,w(ej) =voule;)

O sert I’hypothése keru C kerw ?
Enfin, v n’étant définie que sur Imu, il reste a la définir sur F.

Variante

Définir v sur Imu par w o ufl, ol uj est un isomorphisme induit.

Remarque

Dans cet exercice, on n’a utilisé que la dimension finie de F.
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11 Complément : le résultant
Dans K [X], soit

P=uy+..+upX?, Q=vg+..+v,X?
On suppose p > 1, g > 1, u, # 0, vy # 0.

11.1 Lemme 1

Montrer que P A Q # 1 si et seulement si il existe deux polynémes non nuls
A et B tels que
AP = BQ, deg A < q,deg B <p

Démonstration
Supposons D = PAQ # 1 ; écrivons P = D.P; et Q = D.Q; ; alors
D.P,.Q1 =Q,.P = P.Q

Donc A = Q1 et B = P; conviennent.
Pour la réciproque, on utilise le théoréme de Gauss.

11.2 Lemme 2
Montrer que P A @ # 1 si et seulement si

(P,XP,..X"T'P,Q,XQ,...X"'Q)

est liée.
On appelle résultant le déterminant suivant, de taille p + ¢ :

U - . Up

Uup . - Up
Vo . . Vq

Res (P,Q) =

(%) Vq

Les p+q lignes correspondent aux vecteurs de la famille (P, X P,...X97'P,Q, XQ, ..., X?71Q).
On en déduit que

PAQ#1<= Res(P,Q)=0

11.3 Degré 2
Soit P =aX?+bX + ¢ € C[X] ; on suppose a # 0 ; calculer Res (P, P’).

Réponse

c b a
b 2a 0 |=-a (b2 — 4ac)
0 b 2a

11.4 Degré 3
Soit P = X3+ pX +q € C[X] ; calculer Res (P, P').

Réponse

4p3 + 27¢%.
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11.5 Le méme par une méthode élémentaire

P=X34+pX +qeC[X]

On veut savoir a quelle condition P a une racine multiple.

Réponse

On calcule le reste R de la division euclidienne de P par P’ :

2

D'ott @ = —;’—Z ; on retrouve que P’ (o) = 0 si et seulement si 4p> +27¢% =

11.6 Un ouvert de C, [X]

Soit U l’ensemble des polynomes de degré n (n > 1), scindés a racines sim-
ples.

Montrer que U est un ouvert de C,, [X].

Remarque : I’ensemble des polynomes scindés a racines simples de C,, [X]

n'est pas un ouvert de C,, [X] : utiliser Q; = X (5 — 1)2.

Démonstration

P — Res (P, P’) est une fonction polynomiale sur C,, [X], donc continue ;
U est I'image réciproque d’un ouvert de C : C*.

12 Complément : SL, (K) et les transvections
FE désigne un K —espace vectoriel de dimension n.

12.1 Transvections

On dit qu’un élément u de L (E) est une transvection si
-detu=1
- ensemble des vecteurs invariants est de dimension n — 1.

Matrice d’une tranvection

I,.1 C
0 1
ou C est une colonne non nulle.
On en déduit que
(u—1d)>=0
Donc
DCH

ou D =1Im(u—1d) et H=Ker (u—Id).

12.2 Réduction

Soit u une transvection. Il existe une base B telle que

Mp (u) =1, + E271

Démonstration

Choisir une base e de D.
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12.3 T;; ()\)
Pour i # j et A € K*, on note

Tij (N =L, + \Ei
Inverse ?
Ti; (N =1, — A\Eij =Ty (—)\)

12.4 Opérations élémentaires
Soit M € M, (K).

Que dire de Ti,j (A) M ? M.Tiﬂ' ()\) ?
Réponse

T;.; () .M est obtenue par l'opération
L+ L;+ )\.Lj

M.T,

i,; (A) est obtenue par 1’'opération

Cj — Cj + A.C;

12.5 SL, (K) est engendré par I’ensemble des T ; ()\)

Démonstration

Soit M € SL,, (K). On multiplie & gauche M par des T; ; (A) pour obtenir
successivement :
- un des m; ; non nul, avec ¢ > 2.
-mi1 = 1.
- la premiére colonne de M égale a celle de I,,.
Par récurrence sur n, on obtient une matrice triangulaire supérieure.
Enfin, on arrive a I,,.

12.6 SL, (R) est connexe par arcs
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