
1 Approximation par des rationnels

Soit α ∈ R\Q.

Soit (pn) une suite d'entiers, (qn) une suite d'entiers naturels non nuls, tels que

lim
n

pn
qn

= α

Montrer que (qn) tend vers +∞.

2 Approximation par des rationnels

On �xe un réel α ∈ R\Q.

1- Soit n ≥ 1. Soit
Xn = {kα− bkαc / 0 ≤ k ≤ n}

A l'aide de Xn, montrer l'existence de p et q entiers tels que

1 ≤ q ≤ n, |qα− p| ≤ 1

n

2- Montrer que

∀ε > 0,∃p ∈ Z,∃q ∈ N∗,

∣∣∣∣α− p

q

∣∣∣∣ ≤ ε

q

3- Montrer l'existence d'une suite d'entiers naturels (qn) strictement croissante telle que

∀n ∈ N∗,

∣∣∣∣α− pn
qn

∣∣∣∣ ≤ 1

q2n

3 Les réseaux

Soit E un R−espace vectoriel de dimension �nie n.
On appelle réseau un sous-groupe G de E tel que {0} est un point isolé de G.

Soit r le rang de G, c'est-à-dire la dimension de F = Vect (G).
On veut montrer l'existence de (e1, e2, ...er) tel que

G = ⊕
1≤j≤r

Zej

On se donne un réseau G.

1- Montrer que tout point de G est isolé.

2- Montrer que G est fermé dans E.

3- Montrer le résultat dans le cas r = 1.
4- Soit r ≥ 2. On suppose le résultat au rang r − 1.
Soit (a1, ..., ar) une base de F constituée d'éléments de G. On note

H = Vect (a1, ..., ar−1)

et

G′ = H ∩G

Montrer que G′ est un réseau de rang r − 1.
On en déduit l'existence de (e1, e2, ...er−1) telle que

G′ = ⊕
1≤j≤r−1

Zej

5- Soit ϕ ∈ F ∗ une forme linéaire de noyau H.

Montrer que ϕ (G) est un sous-groupe de R monogène.

6- Conclure.
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4 Approximation uniforme

Soit α = (α1, ..., αn) ∈ Rn \Qn et ε > 0.
On va montrer l'existence de p1, ..., pn entiers, et q entier naturel non nul tels que

∀j,
∣∣∣∣αj −

pj
q

∣∣∣∣ ≤ ε

q

1- Soit G le sous-groupe de Rn engendré par α et les vecteurs de la base canonique de Rn.

Montrer que G n'est pas un réseau.

2- Conclure.

Indications

1- Examiner la matrice de passage de la base canonique à la base du réseau.

2- Utiliser le fait que 0 n'est pas isolé dans G.

5 La constante de Liouville

Soit

α =

+∞∑
n=1

1

10n!

On va montrer que α est transcendant.

1- Soit β un réel algébrique, de polynôme minimal P de degré d ≥ 1. Montrer l'existence d'une constante C > 0 telle que :

∀r =
p

q
∈ Q \ {β} , |β − r| ≥ C

qd

2- En utilisant

rn =

n∑
k=1

1

10k!

montrer que α est transcendant.
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