
Equations différentielles, exponentielle        

                                                                                 

1   Résoudre  yy 4"  = xtan2   (MVC) ;    yy "   = 
3

21

xx
   (trouver une solution "évidente"). 

 

2   Identifier une solution  DSE de xyyxy  '2"  = 0, résoudre à l'aide d'un changement de fonction.  

 

3   yxy 2"  = 0, )0(y  = 1, )0('y  = 0.  Montrer que cela définit une solution unique y. 

Domaine de définition de  y ?  Montrer que  y est paire, positive. Tracé de y. 

 

4   Soit  f  dérivable de ℝ dans ℝ telle que :  x  ℝ, )()(' xfxf   = 
xe .  Montrer que  f  est de classe 

C ,  

vérifie une EDL d'ordre 2, déterminer  f. 

 

5   Trouver les solutions  DSE de xyyxy  '2"  = 0, puis résoudre l'équation.  

 

6   Résoudre  E  : 
xexyxyxy 2)()(')("   = 0  en posant  )(xy = )( xez 

. 

 

7   Résoudre  { )(' tx  = yx 82  ,  )(' ty  = yx 43   }   par exemple avec une base de vecteurs propres. 

 

8   Montrer que 

a   Si A  (nS ℝ), )exp(A   ℝ[ A] ;  si A  (nS ℝ) ?    

b   Si  A  (nS ℝ) et  B = )exp(A , alors Aℝ[ B].     

c   Soit A, B (nS ℝ).  Montrer que AB = BA  SSI  )exp(A  et exp(B)  commutent. 

 

9   Soit  E  : yxqy )("  = 0, où  q est C  négative sur ℝ. 

a   Montrer l'existence d'une solution 1y  telle que 1y (0) = 1y '(0) = 1. 

b   Montrer que :  t  0, )(1 ty   t1 . 

c   Soit )(2 ty  = )(1 ty 


t uy

du

)²(1

  ; montrer que 2y  est une solution de  E  bornée sur ℝ+. 

d   Quel est l'ensemble des solutions de  E  bornées sur ℝ+ ? 

 

10a :   Calculer )exp(A , où  A = 






 

51

17
.      b :   Soit  B = 













10

11
.  Montrer que B  exp 2M (ℝ).  

 

11  Soit a, b  fonctions continues de ℝ dans ℝ ; soit  E  : 0'"  byayy  ; montrer que  E  possède un SFS 

  gf ,  avec f  paire et g impaire si et seulement si a est impaire et b paire. 

 

12   Soit A  2M ( ℂ). Montrer l'existence de  et  tels que )exp(A  = AI  2  et les calculer. On pourra 

commencer par le cas où A n'est pas diagonalisable. 

 

13   Soit (nMN  ℂ) nilpotente, telle que nIN )exp(  ; montrer que N = 0.     

Soit  M  (nM ℂ)  ; montrer que  M  est diagonalisable  SSI   Mexp   est diagonalisable. 

 

14   Soit A et B éléments de (nM ℂ), et  BAABC   ; on suppose que C commute avec A et B. 

Montrer que :  k ≥ 1, CkABABA kkk 1 .   Montrer que :  t  ℝ,   C
t

tBtABAt eeee 2

2


  . 

 

15   Soit S l'ensemble des solutions réelles de  yayay n

01

)( '...   = 0, où les ka  sont n réels ; dim S ?  

Montrer que  S est stable par D (dérivation) ; trace, det D ? 

 



 

 

16   Soit  f  
1C (ℝ+, ℝ) monotone et ayant une limite finie en +.  Que peut-on dire de f ' ? 

Montrer que les solutions de   y" + y = f   sont bornées sur ℝ+. 

 

17   Résoudre yyy 9'6"   = 
²1

)3exp(

x

x




  en posant )(xy  = xexz 3)(  . 

 

18   E = ℝn
  est muni du PSC ; pour  A  (nM ℝ), on note  A ≥ 0  si :  x  ℝn

, )/( xAx ≥ 0. 

Montrer l'équivalence entre :    

a  A  ≥ 0. 

b  Pour tout t ≥ 0,   tAexp  est 1-lipschitzienne. 

c  pour tout x  E,  t →
2

)exp( xtA  est décroissante. 

Quel rapport y a-t-il avec les matrices symétriques positives ?  
 

19   Soit t  ℝ.  
n

n n

t
i )1(lim   ?  ( utiliser module et argument ).  En déduire 

n

n
n

Mlim , où  nM  = 

















1

1

n

t
n

t

 . 

 

20   Soit  f  
C (ℝ, ℂ) ; on note af  : t  )( atf   ; on suppose la famille )( af aℝ de rang fini ;  montrer que 

 f est une exponentielle-polynôme. 

 

21   Soit A et B éléments de (nM ℝ) ; montrer que )exp()exp( BA  = 


1

0

)1()..( dseBAe BssA . 

 

22   Soit N  (nM ℂ) nilpotente ; montrer que  Ker N = Ker )(exp nIN  . 

 

23a   Soit  M  (


nS ℝ) ; montrer que  X  )(nO , tr MX ≤ tr M. 

b  Soit A (nM ℝ) antisymétrique ; montrer que )exp(A   )(nO . 

c   Soit  M  (nM ℝ) tel que :  X  )(nO , tr MX ≤ tr M ;  montrer que  M  (


nS ℝ). 

 

24   Montrer que l'application exponentielle induit une bijection de (nS ℝ) sur 


nS . 

 

25   Etudier   


 0
0 )sincos(

1
dttxxJ . EDL d'ordre 2 ?  0lim J


?  DSE ? Montrer que 0J  a un seul zéro sur [,

2
] 


. 

 

26   Soit   MDG continu de ℝ dans nGL (ℝ).  Montrer l'existence de   
C  de ℝ dans ℝ à support compact 

d'intégrale 1. Soit )(tf  = 



 dstss )()( .  Montrer que  f, puis  sont 

C  sur ℝ. 

 

27   Soit b ℝ, a > 1. Montrer que toute solution  de byxyy  '2"  = 0 est entière, et
x

lim
2

)( axexy   = 0. 

 

28   Soit A 
1C (ℝ, (nM ℂ) ) ;  on suppose qu’il existe  S 

1C (ℝ, nGL (ℂ)) tel que pour tout t, 

  )()()(0 1 tStAtSA  .  Montrer qu’il existe B  C (ℝ, (nM ℂ))  tel que  BAABA ' . 

Inversement, on suppose qu’il existe B  C ( ℝ, (nM ℂ)) tel que BAABA '  ; montrer que tr kA  est constant 

pour tout k, que Sp A est constant, et qu’il existe S 
1C (ℝ, nGL (ℂ) )  tel que pour tout t,   0)()()(1 AtStAtS  .   

 


