Fonctions convexes

1 z—In(l+e")

Soit
fix—=In(l4+€%)

1- Montrer que f est convexe sur R.
2- Soit n > 2 et ay, ..., a, des réels strictement positifs de produit 1. Montrer que

3" <[] 2+ay)
j=1

Réponse

1
l1+e®

Ve e R, f (z) =

Il est clair que f’ est croissante sur R.
2- Notons u; = Ina;. On doit montrer que

17’7.
In3 < — In (2 Ui
n_n;n( +e )

Ce qui découle de la convexité de
g:x—1n(2+¢€")

2 XT AX

Soit E un espace euclidien.
1- Montrer que
2
frax—(x,x) =z

est convexe sur F.
2- Soit A une matrice symétrique définie positive ; montrer que

g: X - XT AX
est convexe sur R"”.

Indications

Pour le 1, appliquer la définition.
Pour le 2, on peut aussi appliquer la définition, ou remarquer que

(X,Y)=XTAY

définit un produit scalaire sur R™.



L2 f<1(f(a)+ f (D))

3 f(%) <5m
atb

Soit @ < b et f convexe sur I = [a,b] ; soit ¢ = 942,
1- On suppose f dérivable ; montrer que

@< (1< iv@erw)

“b—alf, T2 “

2- Méme question en supposant seulement f continue.

Réponse
1- Soit ¢ la fonction affine qui coincide avec f en a et b ; alors

P o)+ 1 )

/abf</abg= 5

sa représentation graphique est la tangente au point ¢

Lbfz/abh—<ba>.f<c)

Soit h:t— f(e)+ (t—c) f' (¢

2- On peut se ramener au cas ol ¢ = 0, soit a = —b. On remarque que
Vuel, f(e) = f(0) < W

Dans ce cas, par changement de variable :

/abf/abfw)du

Donc
b b b
[ =53] sz [ fOw=0-0.50

2
Autre méthode : on pourrait utiliser une demi-tangente a défaut d’une tangente.

4 %f(0)+f(1)—|—f(n—1)—|—%f(n)

Soit f dérivable convexe de R dans R. Soit
1 1
Sp = 5f(0)+f(1)+...f(nf1)+§f(n)

Montrer que
Yn>1,0<s, —

Indications
On se raméne au cas n =1 et f
Soit h = f (1), p= f'(1), A=

avec 'axe Oz.
On étudie aire du triangle (A, B

Q



5 Trace et fonctions convexes

Soit f une fonction convexe sur R.
1- Soit S € S, (R) de valeurs propres A\; < ... < \,. Soit

Q={PSP'/PeO,R)}

Soit A € Q. Montrer que
Vj € {1,77,}, )\1 § aj 5 S )\n

2- Montrer que

Zf()\j) = max Zf(aj,j)/AeQ

j=1 j=1

3- Pour tout endomorphisme symétrique u, on note py le projecteur orthogonal sur Ker (u — AId),

et on pose
> Fp

AESP(u)

Soit v et w deux endomorphismes symétriques sur un méme espace euclidien F et ¢ € [0, 1]. Montrer
que

tr(f (1 —t)v+tw)) < (1 —1¢).tr f(v) +ttr f (w)

Indications

1- Soit s canoniquement associé a S ; A représente s dans une base orthonormale B = (eq, ea, ...€,, ),

et N
aj;=(s(e;),e5) = > My
k=1
avec

n

2
Yoz =l =
k=1

2- Soit D = diag (A1,..., \n) ; A= P.D.P~1 = P.D.PT.

n
2
aj; = Mpix
k=1
Donc
n
f(aj;) <Z)\kp]k>§2 oS (Ak)
k=1 k=

et en sommant :

Zf aj.;) ngw

=

3- On choisit une base orthonormale B = (eq, eg, ...e,,) telle que la matrice dans B de
(1 —t) v + tw soit diagonale :

Mp (1 —1t)v+tw) = diag (A1, ..., An)

D’ou
MB (f ((1 - t) v+ tw)) = diag (f ()‘1) 3y f ()‘n))

On note V et W les matrices dans B de v et w.
Pour tout j :

FG) = (A=) vy +tws;) < (1—1) f(v;) +tf (wj )

Il reste & sommer et & utiliser la question précédente.



