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1 Dérivation des fonctions numériques

1.1 Théorémes de Rolle et des accroissements finis
1.1.1 Lemme

Soit f dérivable sur un intervalle I & valeurs dans R ; soit ¢ € I un point ou
f atteint un maximum.
Alors

file) <0

si elle existe, c’est & dire si ¢ n’est pas la borne droite de I.

Démonstration

fx) = f(c)

Tr—cC

<0

Veel, x>c=>

En passant a la limite : f} (c) <0.

De méme, f; (c) > 0. Qu’en déduire si c € .(; ?

Réponse
fie)=0

1.1.2 Théoréme de Rolle

Soit f continue sur un intervalle I = [a, b], dérivable sur ]a, b, & valeurs dans
R, telle que f (a) = f (b).
Alors
Je € Ja, b, f (¢) =0
1.1.3 Théoréme des accroissements finis

Soit f continue sur un intervalle I = [a, b], dérivable sur ]a, b[, & valeurs dans

. e _ f)—=f(a)
R ; soit p = L2=0
Alors
Jee€la,bl, f'(c)=p
Démonstration

On applique le théoréme de Rolle &
t— f(t)—pt
1.1.4 Caractérisation des fonctions dérivables constantes ou mono-
tones sur un intervalle.
Théoréme

Soit f dérivable sur un intervalle I & valeurs dans R.
- [ est constante si et seulement si f’ = 0.
- f est croissante si et seulement si f/ > 0.
- f est strictement croissante si et seulement si f’ > 0, et

{zel/f (x) =0}

est d’intérieur vide (il n’existe pas d’intervalle non réduit & un point sur
lequel f’ est nulle).

1.2 Exercices

1.2.1 Une dérivée non continue

f(z) =a?sind; f(0) =0; f est dérivable sur R, mais f’ n’est pas continue
en 0.



Démonstration

va € R, | X940 < [a), done £ (0) =0,
v 1 1
Vo € R*, f/(x) = 2z.8in — — cos —
T T
Soit u, = 52— ; f’ (uy) ne tend pas vers f (0).

1.2.2 La propriété des valeurs intermédiaires

Soit f dérivable sur un intervalle I ; alors f’ (I) est un intervalle.

Démonstration

) = f)—f(x)

v P est continue sur

Soit p (z,y

C={(z,y)el’/z <y}

qui est convexe, donc p (C) est un intervalle ; de plus :

p(C)Cf(I)cp(C)

1.2.3 f+Af

Soit f dérivable sur un intervalle I ; soit A € R ; on suppose que f a deux
zéros a < b dans I ; alors

deel, f'(e)+Af(c)=0

Démonstration

Appiquer le théoréme de Rolle & g (z) = e f (z).

1.2.4 Une fonction de classe O

f(z)=exp(—1)siz >0, f(z) =0siz <0; montrer que f est C* sur R.

Démonstration

On montre que

Ve > 0,0 > 0,/ (z) = 221 o (i)

xQn
ou P, est un polynoéme.

Une fonction de classe C* en cloche ?
g(@)=f(z) f(1-2).

1.2.5 Dérivée d’un déterminant

Soit a; ; des fonctions dérivables sur I ; soit f (x) = det (a;,; («)) ; montrer
que f est dérivable sur I et exprimer f’.

Réponse

ou Dj (x) est obtenue en dérivant la colonne j. Explication :

fl@)=Y (o) H A (j),5 (%)



D’ou .
f(z) = Z e (o) Z o(1),1 (2) @)y i (T) o (n).n
j=1

o2

D’ou

n
f(z) = Z Z £(0) ag(1y,1 (%) -ty (%) o elo(n).n
j=1 o
1.3 Exercices sur les polynémes scindés de R [X]
1.3.1 Dérivée d’un polynéme scindé de degré d > 2
Si P est scindé a racines simples, P’ est scindé & racines simples ; si P est
scindé, P’ est scindé.
1.3.2 PP’'<Pp?
Si P est scindé, P.P" < P2,

Démonstration

Soit d > 1 le degré de P.

=4 1
P Z X —a;
7j=1
D’ou
PP// Pl2 1
P2 - Z (X —a,)
j=1 a;)

1.3.3 ap_1.a5+1 <aj

On note ay, les coefficients de P scindé ; alors

2
Vk > 1,ar-1.a11 < a,

Démonstration
On applique P.P"” < P'? au point 0 : ag.as < %a% <a?.
Plus généralement, P(—1 pk+1) < (P(k))2 ; au point 0 :
ko o

ap_1.a < —a
k—1 k+1_k_+1k

2 Dérivation

Les fonctions sont définies sur un intervalle I de R, & valeurs dans un espace
normé de dimension finie.

2.1 Dérivabilité en un point
2.1.1 Définition 1

Soit f fonction de I dans F, et a élément de I ; on note

f/ (Cl) — lim f(l’) — f(a)

T—a T —a

si elle existe.



2.1.2 Définition 2

Soit ¢ € E ; c est la dérivée de f au point a si et seulement s’il existe une
fonction e de limite nulle au point 0 telle que

Vh, f(a+h) = f(a) + h.c+ he (h)

Remarque

Pour quels h la formule s’applique-t-elle ?

2.1.3 Dérivée a gauche, a droite

Soit g la restriction de f & [a, +00[NI ; f] (a) = ¢’ (a) si elle existe ; analogue
a gauche.

Remarque

Si a est intérieur a I, f’ (a) existe si et seulement si f; (a) = f} (a).

2.1.4 Utilisation d’une base

Soit (ey, ..., e,) une base de F ; notons
n
fl@)=>Y fi@e
j=1
f est dérivable en a si et seulement si les f; le sont ; dans ce cas

f’(a)ZZfQ(a)ej

2.2 Opérations sur les fonctions dérivables
2.2.1 Combinaison linéaire de fonctions dérivables
2.2.2 Dérivabilité et dérivée de Lo f, ou L est linéaire

Théoréme

Soit f: I — Eet L e L(E,F);soit
g=1Lof

Si f est dérivable au point a, alors g aussi, et

g'(a) = L(f'(a))

Démonstration

g(atu)=L(f(a) +uf(a) +ue(w)=g(a) +ul(f (a)) +uLe(uw)

2.2.3 Dérivabilité et dérivée de B(f,g), oit B est bilinéaire
Théoréme

Soit f:I - FE,g:1— F,et B: ExF — @G bilinéaire ; FE et F sont de
dimension finies ; soit

h:t—B(f(t),9(t))

Si f et g sont dérivables au point a, alors h aussi, et

W' (a) = B(f(a),g' (a)) + B(f (a),g(a))



Démonstration
B(f(a+u),g(a+u))=B(f(a)+uf (a)+uer(u),g(a)+ug (a) +uez (u))
B(f(a+u),g(a+u))=h(a)+uB(f(a),q (a)+u.B(f (a),g(a))tu.es (u)

avec g3 (u) = ...

Exemples

Le produit dans R, le produit scalaire, le produit dans M, (R)...

2.2.4 Dérivabilité et dérivée de f oy ou ¢ est une fonction réelle
de variable réelle et f une fonction vectorielle

Théoréme
Soit p: I = Jet f:J— E ;soit
g=1foyp

Si ¢ est dérivable au point a, et f dérivable au point b = ¢ (a), alors g est
dérivable au point a, et

Démonstration

gla+u)=f(e(a+u)=f(p(a)+ug (a)+ ue (u))

= f (0)+ug’ (a) .f' (b)F+uer (u) .f" (0)+(ug’ (a) + uer (u)) &2 (ug’ (a) + uey (u))

=g(a) +u.¢' (a) .f' (b) + v.c5 (u)

2.2.5 Applications de classe C*

Opérations sur les applications de classe C* : sommes, produits, composées
de fonctions de classe C* le sont.

3 Intégration

3.1 Intégration sur un segment
3.1.1 Définition 1
Soit I = [a,b] un segment ; soit f : I — F ; on dit que f est continue par
morceaux sur [ si... ?
Réponse
Il existe une subdivision finie
S=(@=a<a <..<a,=D0)
(n > 2) telle que, pour tout k, 1 < k < n, la restriction de f a Jax_1,ax[ se
prolonge en une fonction continue sur [ag_1, ax].
3.1.2 Définition 2
Une fonction est continue par morceaux sur un intervalle I si sa restriction
& tout segment inclus dans [ est continue par morceaux.
Exercice

Dans ce cas, I’ensemble D des points de discontinuité de f est fini ou dénom-
brable.



Démonstration

Supposons par exemple I = Ja, b[ ; soit I,, = [a+ +,b— ] ; D est une union
dénombrable d’ensembles finis :

D=JDnI)

n>1

3.1.3 Définition 3

Soit f continue par morceaux sur I = [a,b] ; soit B = (eq, ..., e,) une base
de F ; notons

ft)= sz (t) e

%)

i=1

On pose

Justification

Soit B’ une base de E.
FO=zit)ei=> yi(t)e]
i=1 i=1

Notons u; = fI x; et v; = fI y; ; soit P la matrice de passage de B a B’ ; on
sait que
X@t)=PY (t)

en détail :

Vi <n,Vtel, x; (t) = Zpi’j'yj (t)
J=1

En intégrant sur I :
n
Vi S n,u; = Zpi)j.vj
j=1

soit U = P.V, ce qui montre que le vecteur de coordonnées U dans la base
B est le méme que le vecteur de coordonnées V dans la base B’.

3.1.4 Linéarité

Théoréme

L’application f — [, f est linéaire sur I'ensemble des fonctions continues
par morceaux.

3.1.5 Relation de Chasles

Elle est vérifiée comme pour les fonctions numériques.

3.1.6 ||[,f|l < [ 11l

Théoréme

Soit f continue par morceaux sur I = [a,b] ; ||[; £ (t)dt|| < [, If ()] dt.

Démonstration

Si f est en escalier, c’est 'inégalité triangulaire ; le cas général en découle
par densité.



3.2 Sommes de Riemann
3.2.1 Théoréme

Soit f continue par morceaux sur I = [a,b] ; pour n > 1, notons

b—a

ar =a+ k.

n—1

s =03 Flaw)
k=0

Alors, la suite (s, (f)) converge vers [, f.

Démonstration

Supposons f continue sur I = [a,b] ; f est alors uniformément continue. On
imite la démonstration de la densité de ’ensemble des fonctions en escalier
dans ’ensemble des fonctions continues pour la norme |||| .

Rappelons la notation

w (h) = sup {||f (u) = f ()| /u,v € I, Ju—v| < h}

Alors :

vk,

[ a0 @)

Qg

3.2.2 Remarque

< (a1 — ag) w <ba>

/If—sn(f)H <(b—a)w (b;a>

Attention, on ne peut pas généraliser au cas d’une fonction intégrable sur
un intervalle ouvert.

Par contre, la propriété est vérifiée aussi par les fonctions continues par
morceaux sur un segment.

3.2.3 Exemple

Soit p € N ; trouver un équivalent de
n
Uy = Z kP
k=1

Réponse
On utilise f : ¢ — t? sur I = [0,1].
npPtt

p+1

Up, ™~

3.3 Primitives
3.3.1 Lemme

Soit f continue au point b ; soit

er (r) =sup{[lf (t) = f (D) /t € B(b,7)}

Alors €1 tend vers 0 en 0.



Démonstration
Soit € > 0 ; soit § > 0 tel que
vt € B(b,0),[If (t) = f()| <e
Alors
Vr €10,0],e1(r) <e1(8) <e
3.3.2 Dérivation d’une intégrale
Théoréme

Soit a € I intervalle quelconque ; soit f continue sur I ; soit F': x — ff I
alors
F'=f

On dit que F est une primitive de f.

Démonstration

Soit b € I.
b+h
Vh,F(b+h)—F(b):/ F=hf(®)+ R0
b

o b+h
R(h)sz (f (1) — £ (b)) dt

Quelle propriété de R doit-on montrer ?

Réponse

On doit montrer que R(h) = o(h) ; or |[R(h)]] < |h|e1 (|h]) ; le lemme
précédent permet, de conclure.

:x/;ff(x),;x/zbff(x)

3.3.3 Généralisation

Que dire de

Variantes

d b(x)

dx a(zx)

Si a et b sont dérivables a valeurs dans I et f continue sur [ :
d @

AT =t @) F @)~ d @) (o)
a(x)

Explication

On calcule la dérivée de F (b(x)) — F (a(x)).

3.3.4 Les fonctions constantes
Lemme

Si F' = 0 sur un intervalle, F' est constante.

Démonstration

Attention, on ne peut pas appliquer le théoréme des accroissements finis &
F', mais on peut I'appliquer aux composantes.

10



Contre-exemple

F (t) = (cost,sint) ; F (0) = F (27), mais F’ ne s’annule pas.

3.3.5 Intégration d’une dérivée
Théoréme

Soit a € I intervalle quelconque ; soit F de classe C! sur I ; alors
Vo €I, F () :F(a)+/ F

Démonstration
Découle de ce qui précéde. Plus précisément :
x — F(x) et x — F (a) + [ F' ont la méme dérivée et coincident en a.
3.3.6 Inégalité des accroissements finis pour une fonction de classe
Cl
Théoréme

Soit F de classe C! sur I = [a,b] ; soit M = sup ||F’|| ; alors
I
1E(b) = F(a)|| < M (b - a)

Démonstration

On applique || [, f () dt|| < [} | f (¢)]| dt avec f = F'.

3.3.7 Intégrale sur une période
Exercice

Soit f : R — E une fonction continue et T-périodique. Alors

x+T
g:x — / f
est une constante.
le méthode
VeeR, g (z)=f(x+T)—f(x)=0
2eméthode

Autre méthode qui s’applique méme si f est seulement continue par morceaux.
On utilise la relation de Chasles et un changement de variable.

Soit x € R.
g(x)_/:JrTf_/zoer/OTf+/TI+Tf

Avec le changement de variable t =T + u :

/HTf(t)dt/wa(TJru)du/OIf(u)du

T
D’ou

T
g<x>=/0 f=29(0)

11



3.4 Formules de Taylor
3.4.1 Formule de Taylor avec reste intégral

Soit f de classe C™ sur I, a,x des éléments de I ; f (x) =T (z) + R (z), ou

n—1 (k) a

|
= k!
et

R(z) = / ’ (”En‘_t) 1)_! £ (1) dt

Démonstration
Intégration par parties et récurrence sur n.

Autre forme
)’n* 1

! —Uu
R = (=0 [ S0 (= ot ) du

3.4.2 Inégalité de Taylor-Lagrange a ’ordre n pour une fonction
de classe C"

Soit M,, = sup ||f(™]|.

[a,x]

Mn n
IR@I <tz —a

3.4.3 Formule de Taylor-Young a 1’ordre n pour une fonction de
classe C"

Soit f de classe C™ sur I, a un élément de I ; f (xz) =T (z) + R (x), ot

npk) (g
Vxe[,f(x):sz!()(:p
k=0

ou ¢ est une fonction de limite nulle au point a.

—a)' +(z—a)" e (a)

Démonstration

Posons

1
s@ = [ 0= O (= act

La fonction g est continue au point a (et méme sur I), et

9(@) =~ (a)

On peut utiliser la continuité d’une intégrale & paramétre, ou une démon-
stration directe...

3.5 Exemples
351 p,=[[r_, (1+5%)
Exercice

Nlustrer, et montrer que

2
V;Ez(),x—%gln(l—&—x)gx

En déduire la limite de (p,,).

12



Démonstration

2

Yz >0,|In(1+2)—2| < M2.%

Ici, My =1 ; d’ou :
2
VxZO,x—%gln(l—kx)

Pour n > 1 fixé :

k k2 k k

n
D’ou :
n+1 1 - k n+1
- < In(l+—=)]<
2n Qn_;n< +n2>_ 2n
Conclusion :
- k
117ank1:[1<1+nz>— e

3.5.2 M? <2.My.M,
Exercice

Soit f € C%(R,R) ; on suppose f et f” bornées ; on veut montrer que f’
est bornée et que
M3} < 2.My. M,

Soit « quelconque et h > 0 ; on écrit
fla+h)=f(@)+hf (2)+ R

et
fl@=h)=f(@)=hf (z)+ R
Majorer Ry et Ry ; en déduire que

1 h
7 (@) < 3 Mo+ 5 My

et conclure.

Réponse
2

h
|R1l, | Rz < Mr

Il faut minimiser h — %MO + %Mg pour h > 0.
On peut étudier les variations.
Variante

Le produit étant constant, la somme est minimale quand

1 h
~My = =M.
R0 T 92

Dans ce cas, on utilise la formule 2a = 2 /a.a :
1 h oMy M,
EMO + §M2 == 2 hMO 7M2

4 Arcs paramétrés, tangente

4.1 Deéfinition

Soit I un intervalle ; soit f € C! (I, E) ; on dit que le paramétre tq € I est
régulier si f' (to) # 0.

13



4.2 Interprétation géométrique
En un point régulier, la courbe admet une tangente dont f” (¢9) est un vecteur

directeur.

Justification
My, M; = f(t) — f (to) = (t —to) f' (to) + (t —to) e (t — to)
Dans le cas ou f’ (tp) # 0

M, M ~ (t —to) f' (to)

0

Un cas particulier
Le cas usuel des courbes définies par
g:x— g(x)
Ou sait que si ¢’ (x) existe, c’est la pente de la tangente a la courbe au point

(z, g (x)).

C’est bien un cas particulier :

fit—=(tg(1)

(st

Un vecteur directeur de la tangente est

ou encore :

On remarque que dans ce cas, tout point est régulier.

4.3 Un point non régulier

Soit f définie par f(t) = (0,#%) sit < 0et f(t) = (£2,0).
Que dire de tyg = 0 ? f est-elle de classe C* ?

4.4 Une ellipse

Soit a > 0et b>0; f(t) = (a. cost,b.sint).
- Une équation ?
- Quels sont les points réguliers ?
- Equation de la tangente en un point ?

Réponse
22

x
—+?_1

f' (to) = (—a.sintg, b. costy)

—
Les points de la tangente sont caractérisés par (MOM, I (to)) liée ; soit,

14



5 Complément : le théoréme de relévement

5.1 Le cas C!
5.1.1 Enoncé

Soit I un intervalle et f € C* (I, U).
Il existe § € C! (I, R) tel que

Viel, f(t)=e?®
Dans la suite, on notera
f&)=z(t)+iy(t)
Utilisation
Si g € C' (I,C*), on peut écrire
g(t)=r(t) .’
avec r (t) = |g (t)], r et 0 de classe C!.

5.1.2 Cas trés particulier

C’est le cas on —1 ¢ f (I).
1l suffit de poser

y(t)

0 (t) = Arg f (t) = 2.arctan v

5.1.3 Cas ou f n’est pas surjective

On se raméne au cas précédent.

5.1.4 Cas général

Supposons 'existence de 6. Alors :

On pose donc

0(t)=0(t0) i | J;I((Z))du

En dérivant ‘
f (t) 6719(1&)

on vérifie que
f _ ei@

On en déduit que @ est a valeurs réelles.

5.2 Cas ou f est C°
Ici, on cherche 6 continue.

Si f n’est pas surjective, c’est identique au cas C*.
Cas général

Supposons I = [a, b].
Soit J ’ensemble des t > a tels qu'un relévement existe sur [a, t].
On introduit
s=supdJ
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