Fonctions numériques continues, dérivables

1 f)clI

Soit I = [a,b] un segment et f une fonction continue sur I & valeurs dans R.
1- On suppose que f (I) C I. Montrer que f posséde un point fixe.
2- On suppose que I C f(I). Montrer que f posséde un point fixe.
3- Trouver un contre-exemple si I est seulement un intervalle.

Indications

1-Soit g:t — f(t) —t. g(a) > 0et g(b) <O0.

2- Soit a1 un antécédent de a, b; un antécédent de b.
On examine g (a1) et g (by).

St—st+letI=R. t—t2et I=1]0,1]

2 f(nz) = f(2)
Chercher les fonctions f continues de |0, 4+o0c[ dans R telles que :

Vn € N*Vz >0, f (nx) = f ()

3 fog=gof

Soit I =[0,1], f et g deux fonctions continues de I dans I telles que fog=go f.
On veut montrer que :

deel, f(o)=g(c)

3.1 1le méthode

1- On suppose que :
Vo el, f(2)> g(a)

Montrer que :
da>0,Yn e N"Vx € I, f*(z) > ¢" (z) + na

(f™ signifie ici fo...o f).
2- En déduire une contradiction.
3- Conclure.

3.2 2e méthode

On note F'(f) ’ensemble des points fixes de f.
1- Montrer que F' (f) est un compact non vide.
2- Montrer que F (f) est stable par g.
3- Conclure a l'aide de max et min de F (f).



4 f(5) elf(a),f)}

Soit I un intervalle ; chercher les fonctions continues f de I dans R telles que

Va,beR,f(a;—b> c{f(a),f()}

Indications

Si par absurde u = f (a) # f (b) = v, construire deux suites adjacentes (a,) et (b,) telles

Vn >0, f(an) =u, f(by) =v
5 fof=cos

1- Montrer que cos admet un unique point fixe dans R.
2- Montrer qu’il n’existe pas de fonction f dérivable de R dans R telle que f o f = cos.

Indications

2- Supposons lexistence de f ; soit « le point fixe de cos ; soit 5 = f (a) ; montrer que S est aussi un point fixe de cos.

6 n= ZZ:1 [ (k)

Soit f dérivable sur [0,1] a valeurs réelles telle f (0) =0et f (1) = 1.
1- Montrer I'existence de n réels distincts x1, ..., x, tels que

n=>y f(zx)

k=1

n

2- Montrer 'existence de n réels distincts x1, ..., z,, tels que

GI |
”‘éﬁ@)

Indications

1- Théoréme des accroissements finis entre kgl et %

2- Théoréme des accroissements finis entre ay_1 et ay, antécédents par f de % et %
/
7 (f(2), [ () #(0,0)
Soit f une fonction dérivable de [0, 1] dans R. On suppose que
Vo € [0,1], (f (), f' (x)) # (0,0)
Montrer que ’ensemble des zéros de f est fini.
8 1f'lle < 5% Iflloo + 52 1L
o0 — b—a 00 2 00

Soient a < b deux réels. Soit f € C? ([a,b],R).

Montrer que

2 b—a
!/ < 1/
1 e < 5 Wl + 5 1N



Indications

Soit x € [a, b].

fla)=f(@)+(a—z)f' (z) + Ry
f ) =f(x)+ (0—x)f (z) + R

On soustrait, et on majore R; et Ro a I’aide de I'inégalité de Taylor-Lagrange...

9 f‘l/ Z Oéf
Soit f une fonction de classe C? de Rt dans R, et a > 0. On suppose que f est majorée et que sur R¥ :

f/l Z O[f

1- Montrer que f’ tend vers 0 en +oo.
2- Montrer que f tend vers 0 en +oo.
3- Montrer que
Ve >0, f(x) < f(0).e” Ve

Indications

1- f est croissante, donc posséde une limite dans R.
2- f’ est croissante et tend vers 0, donc f’ < 0.
3- On remarque que

f/-fl/ S Osz/

qu’on intégre sur [z, +00].

10 Deux parties dénombrables denses dans R

Soient A et B deux parties dénombrables denses dans R.
Montrer qu’il existe un homéomorphisme f de R dans R tel que f (A) = B.



