Produits scalaires

1 (F+G)"

Soit E un espace préhilbertien, F' et G deux sous-espaces.
1- Montrer que si F C G, alors G+ ¢ F*.
2- Montrer que
(F+@)" =F'nG*

3- On suppose E de dimension finie. Montrer que
(FNG)*" =F++G*
4- On ne suppose pas E de dimension finie. Montrer que
Ft+Gtc(Fna)*

et donner un exemple ot il n’y a pas égalité.

Indications

4- On a vu en cours deux exemples d’hyperplans H tels que
H* = {0}
Dans ce cas, soit D un supplémentaire de H dans F.
H*+D'=D'+E={0}" =@HNnD)"

Au fait, pourquoi D+ # E ?
Car D est de dimension finie, donc D' est un supplémentaire de D dans FE.

2 [ (2 —at—b)*at
On note E = R[X] et X
.a) = | Pq

1- Montrer qu’on définit ainsi un produit scalaire sur F.
2- Trouver a et b réels tels que fol (t2 —at — b)2 dt soit minimal.

Indications

On résout le systéme
X2 -—aX-bl1
X?—-aX-b1lX

On obtient a =1, b= —¢.



3 Polynémes de Hermite I

Soit E = R[X].
1- Montrer qu’on définit un produit scalaire sur FE par

+oo 2
<fag>:/ f(z)g(z)e  Tda

— 00

2- Montrer Pexistence d’une suite de polynomes (H,,) vérifiant

Ve € RVt € R, ZH" (z)t" = exp (tz - 2)

n=0

Expliciter H,, ; degré ? Terme dominant ?

3- Montrer que
_ =D 2 dr 2
H, (z) = et e

4- Montrer que la suite (H,,) est orthogonale pour le produit scalaire

+oo 2
<f79>=/ f(z)g(z)e  Tda

— 00

Indications
1- On notera w (t) = exp (f%)
2- On utilise le produit de Cauchy de exp (tz) par exp —%) = w () ; on obtient
xn—2q L%J xn—2q
Hy, (x) = (D) 5= () sy
QQES:H 24¢! (n — 2q)! = 24¢! (n — 2q)!
Donc le terme dominant est xn
nl
3- Fixons un réel x. On va noter )
t
fx:t—>exp(tx—2>
On sait que
1
Hy, (z) = £ (0)

2 2
Vit € R, fu (t) =exp (t:z: - t2> = exp (; (t—z)° + ;x2> = e .exp (; (t— 1:)2)

Donc )
t 22
vVt € R, exp (tm - 2) =erw(x—1t)
Il reste & dériver n fois par rapport a t :
Hy (2) = e w™ (z)
4- Supposons 0 < p < q.
q oo dq 22
(V) = [ @) g da

On effectue alors p + 1 intégrations par parties, et on obtient (H,, H,) = 0.



4 Polynémes de Hermite 11

Soit n > 1 et E, =R, [X] ; on pose
f(P)=2XP — P"

1- Montrer que f est un endomorphisme de F,,.
2- Montrer qu’on définit un produit scalaire sur F,, par

(P,Q) = /R P1HQ ) e dt

3- Montrer que f est symétrique pour ce produit scalaire.

4- Déterminer les valeurs propres de f.

5- f est-il diagonalisable ?

6- Montrer que ’orthonormalisée de la base canonique est une base de vecteurs propres de f.

Indications

3- Calculer la dérivée de

gt (P)Q ()~ P ()Q(t)e ™

+o0 oo
0=[g]"% :/ q

— 00

Ensuite on écrit

4- La matrice de f dans la base canonique est triangulaire supérieure.

Sp(f) =(0,2,4,...,2n)

5- Oui car f est symétrique ; ou car le polynéme caractéristique est scindé a racines simples.
6- E,_1 est stable par f, et f symétrique ; donc l'orthogonal de F,_; est également stable par f ; c’est donc une droite de
vecteurs propres de f.

5 Convergence faible

Soit E un espace préhilbertien. Pour toute suite (z,,) € EY, on dit que
- (zy,) converge fortement vers x € F si lim ||, — x| =0
n

- (xy,) converge faiblement vers x € E si, pour tout élément y de F,
lim (z, —z,y) =0
n

1- Montrer 'unicité de la limite pour la convergence faible.

2- Montrer que la convergence forte implique la convergence faible.
3- Montrer ’équivalence entre

(a) : (z,) converge fortement vers x.

(b) : (x,) converge faiblement vers x et lim ||x,|| = ||z||.

n
4- Montrer que si F est de dimension finie, les deux types de convergence sont équivalentes.
5- Montrer que ce n’est pas toujours le cas.

Indications

4- Utiliser une base orthonormée.
5- E = R[X], le produit scalaire canonique, et x,, = X".

6 Bornée selon une direction

Soit E un espace préhilbertien et A une partie de E ; on considére la propiété suivante :
(P) : Yee E,3m e R, Vz € A, |(e,x)] <m

1- Montrer que si A est bornée, A vérifie (P).
2- Montrer que si F est de dimension finie et A vérifie (P), alors A est bornée.
3- Trouver dans R [X] (produit scalaire canonique) une partie non bornée vérifiant (P).



Indications

1- Supposons A bornée ; soit M tel que
Ve A |z <M

Alors :
Ve € E\Vx € A, [{e,x)| < M. |le||

majorant indépendant de x.
2- Soit (e, e, ...e,) une base orthonormée de E ; par hypothése :
Vi, 3Im; € R,Vx € A, [{ej, z)| < m;
D’ou .
Vo e A lof* < M=) m?
j=1

3- Choisir pour A lensemble des polyndomes dont tous les coefficients sont dans [0, 1].

7 n vecteurs distincts

Soit v1, ..., v, n vecteurs de £ = R",
1- Montrer que
rg (v; _vj)1§i<j§n <n-1

2- On note Hj, le sous-espace d’équation xj; = 0. On suppose que vy, ..., v, sont distincts. Montrer qu’il existe k tel que les
projections orthogonales des v; sur H}, soient distinctes.

Indications
1-

Vi, j, vi —v; = (v1 — v;) — (v1 — v;)

2- Notons (eq, ..., e,) la base canonique de E, Dy = Re, = H,ﬁ, et pi la projection orthogonale sur Hy.
Sii#j et pg (v;) = pg (vj), alors v; — v; est un vecteur non nul de Dy.
D’aprés la question 1, il ne peut pas exister un v; — v; sur tous les Dy, \ {0}.

8 Un calcul de minimum

Notations, pour n > 1 :

—+o0
frn (U1, yuy) = / e‘x.(l—&—ulx—l—...—i—una?")Qda:
0

No=Lo=1,N,=[[(X+4), La = [ (X =3)
j=1 j=1

m, = min f,
RTL

+oo
/ e Tz"dx
0

3- Montrer que m,, est atteint en un point unique a = (aq, ..., a,). On notera ag =1 et

1- Montrer que f, est définie sur R"™.
2- Calculer

n
Hn = an]
Jj=0

4- Montrer que (m,,) est décroissante.
Désormais n est fixé.



5- Montrer que
Vi€ [Ln], > an (k+j)!=0
k=0
6- Soit .
Qn = Z ar Nk
k=0

Montrer que

Qn = anLn
7- A laide de @, (—1), montrer que
L
T (n+ 1)
8- A Taide de @, (0), montrer que
1
MMn = n+1
Indications
2- n!

3- On définit un produit scalaire sur £ = R [X] :

+oo
<R@:/ P(2)Q (x) e~*da
0
On note
F, = Vect (X, X?,...,X")

m,, est le carré de la distance entre Py = 1 et F,.
4- Notons P, le projeté orthogonal de Py sur F),. Soit n > 2. Evidemment

Pnfl € Fn
Donc
2 2
My—1 = ||Py — Po—1l|” > [|Po — Pul|” = my

5- H, = Py — P, est orthogonal & X7 pour 1 < j < n.
6- Mémes racines et méme terme dominant.
7-
l=ap=Q,(-1)=anL,(-1) =a, (=1)" (n+1)!
8- Remarquer que

On utilise @, (0) :

et
Qn (0) = Zaka (O) = Zak k! = <1,Hn>
k=0 k=0
Donc 1
nzlyHn:_n-n-!:
A



9 (P.Q)=> 0P (ar)Q (ar)
Soit E =R, [X] et ag, ..., a, des réels ; pour P,Q € E, on pose

n

(PQ) =Y P(ax)Q (ax)

k=0

1. A quelle condition définit-on ainsi un produit scalaire sur E 7

2. Soit n
F = {Pe E/ ) P(a) :o}

k=0

Déterminer ’orthogonal de F.
3. Quelle est la distance de X™ & F' ?

Indications

1. ag, ..., a, distincts.
2. Soit @ =1 et D la droite engendrée par Q.

F= {PGE/ ip(ak)zo} = {PEE/ XR:P(ak)Q(ak):O}

k=0 k=0

Donc
F={PecE/(PQ)=0}

Donc F' est 'orthogonal de D :

F =D"
E étant de dimension finie, on sait que D++ = D.
Conclusion :
F+t=D
3. Soit Q; = & = 1L

el n+1°

1 n
A(X"F) = [(X",Qu)l = >

10 M — AM.AT

On note £ = S, (R) ; on fixe A € M, (R) ; soit

o: E — E
M — AMAT
1. Vérifier que ¢ est un endomorphisme de FE.

2. Donner une CNS pour que ¢ soit un automorphisme.
3. On suppose A diagonale ; montrer que det¢ = (detA)
4. On munit E du produit scalaire (U, V) — trtUV .

A quelle condition sur A, ¢ est-il orthogonal ?
5. En déduire det¢ si A € SO, (R).

n+1

Indications

1. On n’oublie pas de vérifier que E est stable par ¢.

2. Si A est inversible, ker¢p = {0}, donc ¢ bijectif. Sinon, Im¢ ne contient que des matrices de déterminant nul, donc ¢ n’est
pas surjectif.

3. Dans ce cas, ¢ est diagonalisable (utiliser des matrices symétriques simples).

4. Notons B = AT A ; remarquons que B € E.



Supposons que ¢ € O (E) ; on a successivement :
VM,N € E,(M,N) = (¢ (M),¢(N))

VM,N € E,tr (M.N) = tr (A.M.AT. AN.AT)
VM,N € E,tr (M.N) = tr (B.M.B.N)
VM € E,tr (M) = tr (B.M.B) = tr (B>.M)
VM € E,(B>—1,,M)=0

Donc B? = I,, ; or B est symétrique positive, donc n’a que des valeurs propres positives.
Conclusion : B =1, A € O, (R) ; la réciproque est facile.
5. det¢p = +1 ; pour A = I,,, det¢ =1 ; SO, (R) étant connexe par arcs, on peut en déduire que det¢ vaut toujours 1.

11 zly= f(z) L f(y)

Soit E un espace préhilbertien réel et f: F — F qui vérifie :
-Vr,y € E, f(z+y)=f(2)+f(y)
-Va,y € Bzl = llyll = If @) = [If ()l
Montrer les propriétés suivantes :
1-VAeQ,Ve e E, f(Az) = \.f (2)
3- f est bornée sur la boule unité fermée.
4- f est continue.
5- Conclure.



