Groupes

1 (f(4))

Soit A une partie d’un groupe G et f un morphisme de groupes de G dans G’.
Comparer (f (A)) et f((A)).

2 Partie stable

Soit, G un groupe fini de cardinal n et H une partie non vide de G stable ; montrer que H est un sous-groupe de G.
Si G n’est pas fini ?
Indications

Soit ¢ un élément de H ; on sait que a” = e. On en déduit que e € H et que a~ ! =a™ ! € H.
Un contre-exemple : N est une partie non vide de Z stable, mais pas un sous-groupe.

3 Sous-groupes de QQ

1- Existe-t-il une partie finie génératrice de Q ?
2- Existe-t-il des sous-groupes stricts de Q non monogénes 7

4 Un groupe de torsion

Soit n € N* et G un groupe abélien tel que
Vre G, x" =e

Soit a un entier naturel. On note

G, ={z"/x € G}

1- Montrer que G, est un sous-groupe de G.
2- Soit a et b deux entiers naturels tels que n = ab et a A b= 1.
Montrer que G est isomorphe & G, X Gp.

5 Les isométries du cube

Soit G le groupe des isométries du cube.
1- Déterminer son cardinal.
2- Trouver un morphisme de groupes surjectif de G dans Sy.

Indications

Fixons un point A du cube. Soit
Ga={9€G/g(A) = A}

On montre que
|G| =|Gal.|orb (A)]

Pour déterminer |G 4|, on peut procéder de méme, en étudiant

Gap=1{9€Ga/g(B)= B}



6 Un homomorphisme de S, sur S3

Déterminer un homomorphisme non constant de Sy sur S3.

7 flzy) - f(z)f(y)

Soit G un groupe, et f une application de G dans C*. On suppose que f (xy) — f (z) f (y) est borné sur G2.
Montrer que f est bornée, ou f est un morphisme de groupes.

Indications

Fixons a et b dans G. On a alors :

Vz e G, (f (ab) = f (a) f (b)) f () =
f(ab) f (x) = f(abx) + f (abx) — [ (a) f (bx) + f (a) (f (bx) — £ (b) f (x))

qui est bornée.

8 I=]-11]
Existe-t-il une structure de groupe sur I =]—1,1[ ?
Indications

On choisit une bijection f de R sur I et on définit une loi sur I telle que f soit un isomorphisme de groupes.
Par exemple, pour f = th :

9 S.=5"

Soit G un groupe fini de cardinal n et S une partie non vide de G ; pour k£ > 1, on note Sy, I’ensemble des produits de k éléments
de S et ay le cardinal de Sj.
Sk = {s1.82...8k/ 81, ..., 5 € S}

1- Montrer que la suite (ay) est croissante.
2- Montrer que si ay = ag41, alors ag41 = apy2.
3- Montrer que S,, est un sous-groupe de G.

Indications

2- supposons ajy = ap41 ; Soit s un élément fixé de S ; alors :
Sk+2 = Sk+1.S = S.Sk.S = S.Sk+1
3- On montre que S,, C So, ainsi :
81...8, = 8".81...8p,

On en déduit que Sy, = S, d’ou la stabilité de .S,,.

10 Les sous-groupes discrets de C*

Soit G un sous-groupe de C* ; on suppose G discret, c’est-a-dire que pour tout élément a € G, il existe un voisinage V' de a tel
que
VNG ={a}
1- Montrer que pour tout compact K C C*, G N K est fini.
2- Montrer que G NU est cyclique.
3- On suppose que G n’est pas contenu dans U. Soit

X ={|z]/z € G} N]1,+o0]

Montrer que X admet un plus petit élément.
4- Décrire G.



11 Sous-groupes d’indice 2

Soit H un sous-groupe de G.
1-Siz e G\ Het ye G\ H, que dire de z.y ?
On suppose désormais que G est fini, et que
G| =2.|H]|

2-Size G\ Hetye G\ H, montrer que z.y € H.
3- Montrer que
Vae G, aHat=H

On dit que H est distingué dans G.

12 Le groupe des quaternions

Soit G un groupe non commutatif de cardinal 8.
1- Montrer que G est engendré par deux éléments : G = (a,b), dont un au moins est d’ordre 4.
2- On suppose que les deux sont d’ordre 4. Trouver la table de G.
3- Trouver un morphisme f de G dans SLs (C) tel que

Indications

1- Penser que si tout élément est d’ordre 1 ou 2 le groupe est commutatif.
2- On note G, = {(a) et G, = (b) ; vérifier que
x—bx

induit une bijection entre G, et G \ G, ; en déduire bab=! = a3.

Montrer que si G, NGy = {e} alors |G| > 8 ; en déduire que G, N Gy, = a® = b? ; déduire de 1a que bab = a.

13 Un groupe non abélien de cardinal 8

Soit G un groupe non commutatif de cardinal 8.
1- Montrer que G est engendré par deux éléments : G = {(a,b), dont un au moins, a est d’ordre 4.
2- On suppose que b est d’ordre 2. Trouver la table de G.
3- Trouver un groupe connu isomorphe & G.

Indications

2- bab 1= CIS comme dans ’exercice précédent, donc ici :
’
bab = (13

3- Le groupe des isométries du carré.

14 Les groupes de Priifer

Soit p un nombre premier. Soit
G:{zeC/akeN, P =1}

1- Montrer que G est un groupe.

2- Que dire de 'ordre des éléments de G 7

3- Montrer que G est infini et dénombrable.

4- Montrer qu’il n’existe pas de partie A finie génératrice de G.

5- Soit H un sous-groupe de G ; montrer que H est fini ou G = H.



Indications

3- G est I'union dénombrable des U,,x.
4- Examiner ’ensemble des ordres des éléments de A.
5- L’ensemble des k € N tels que H contient un élément d’ordre p* est majoré ou non.

15 Caractéres des groupes abéliens finis

Si G est un groupe fini de cardinal n, on note G Vensemble des morphismes de groupes de G dans C*.
1- Munir G d’une structure de groupe.
2- On suppose n premier. Montrer que G est cyclique. Décrire G.

Désormais on suppose G abélien. On appelle E ’ensemble des fonctions de G dans C :

E=C%

3- Munir E d’une structure de C—espace vectoriel. Quelle est sa dimension ?
4- Pour a € G, on pose
To (f) (x) = f (a+ )

Montrer que T, € L (E).

5- Montrer qu’il existe une base de E formée de vecteurs propres communs & tous les Tj,.

6- En déduire que ’é‘ > n.

7- Montrer que si K est un corps, et si g1, ..., g, sont des morphismes de groupes distincts d’un groupe G dans K*, la famille
(g1, -+, gm) est libre dans K©.

En déduire que
G

=N

8- Proposer sans démonstration un isomorphisme entre G et G.

16 Lemme de prolongement des caractéres

Tous les groupes considérés ici sont finis et commutatifs.

1- Déterminer G si G = U,.

2- Montrer que si m divise n, tout caractére de U,, se prolonge en un caractére de U,,.

3- Soient H; et Hs deux sous-groupes de GG, x1 un caractére de Hy, x2 un caractére de Hs, tels que x1 et x2 coincident sur
H, N H,.

Montrer qu’on peut les prolonger en un caractére de H; Ho.

4- Soit H un sous-groupe strict de G et y € H ; soit @ € G\ H ; montrer que x se prolonge en un caractére de (a) H.

5- Soit H un sous-groupe strict de Get x € H ; montrer que X se prolonge en un caractére de G.

6- Montrer que G et G sont canoniquement isomorphes.

17 Centralisateur dans S,

Calculer le cardinal du centralisateur d’une involution dans .S,,.

18 Conjugaison...

Soit G un groupe fini. On suppose que
Vr,y € G\{e}, g€ G, gz =y.g

Montrer que le cardinal de G est au plus 2.

19 Cardinal du centre

Soit G un groupe fini non commutatif de cardinal m.
1- Montrer que

card Z (G) <

| 3

2- Montrer que la proportion de couples qui commutent est majorée par %.



20 Morphismes de groupes continus

Chercher les morphismes de groupes continus f d’un groupe G; dans un groupe Go, dans les cas suivants :
1- de R dans R.
2- de R dans ]0, +o0].
3- de ]0, +o00[ dans ]0, +o0].
4- de U dans ]0, +o0[.
5- de R dans U.
6- de U dans U.
7- de R dans GL,, (R).
8- de SL, (R) dans ]0, +oo].
9- de GL,, (R) dans |0, +o0].

Indications

1- Vu en cours.

f:t—at
2- Se raméne au précédent & ’aide de exp ou In.

fit— e
3- Se raméne au précédent & ’aide de exp ou In.

fit—t®

4- On montre que la restriction de f a chaque U,, vaut 1. Puis

f=1
5- On montre que f est dérivable, on dérive... ,
fit— et
6- On applique 5 a ‘
t— f (e”)

On obtient
fiz—=2"(nel)

7- Analoque & 5 ; vu en cours.
8- Pour simplifier un peu, on choisit n = 2.

Pour A > 0:
2T AL

(Lo v )=o(lo 1))
(o v = (Lo 1)

En utilisant que SL, (R) est engendré par les transvections, on montre ensuite que
f=1

9- En utilisant 8, et les matrices diagonales Diag (¢,1, ..., 1) on trouve

S

On en déduit que

en faisant tendre A vers O :

o M — |det (M)|”



