Polyndmes

1 YWk

Soit n > 1 et k € N ; calculer

Réponse

On note

<2ij7r>
w; = exp

n

Si k est un multiple de n, il est clair que s = n. Sinon :

n—1 n—1
_ k _ k _ J
se= D W= wi=) W
Jj=0 Jj=0

wEUn

. : ) P 1-wy
Il s’agit de la somme d’une suite géométrique ; wy’ = 1, donc s, = ﬁ =0.

2 P(C)cCR
Quels sont les P € C[X] tels que P(C) CR ?

Réponse

Supposons P non constant ; alors () = P — 7 est non constant et sans racines dans C, impossible ; donc P est constant.

3 (X+4).P(X)=X.P(X+1)
Trouver les polynomes P € R[X] tels que (X +4).P(X)=X.P(X +1).

Réponse

On montre que 0 est racine de P, puis —1,—2, —3 ; on écrit P sous la forme
P=XX+1)(X+2)(X+3)Q

On substitue dans ’équation, et on trouve que P est solution si et seulement si @ = Q (X + 1).

Lemme

SiQ=Q(X+1), Q est constant.

Démonstration

Soit R =@ — @ (0) ; on montre par récurrence sur n que pour tout entier n, R (n) =0 ; R a une infinité de racines, donc R = 0,
donc @ est constant.

Conclusion

Les solutions sont les
P=AXX+1D)(X+2)(X+3)

ol A décrit R.



4 o= COSQ%

Soit a = cos2%. Trouver un polynéme non nul P € Z [X] tel que P (a) = 0.

Exprimer « & ’aide d’une racine carrée.

Indication

Utiliser la somme des éléments de Us. Utiliser g = cos%”.

Réponse

1420 +28=0;P=4X%+2X —1;a= Y51,

5 Majoration des racines

Soit n € N* ; soit P =Y, _,ap X" ; soit M = [ Jnax lak| ; on suppose a,, # 0 et z racine de P. Montrer que
— _n_

M
2| <1+ —

|an

Réponse
Si|z| <1, clest clair ;si|z| > 1:
n

n
A" =1,
lz2|—1 = |z| -1

lanz"| =

n—1
E akzk
k=0

En simplifiant par |z|" : |a,| < Izli—l’ d’ou le résultat.

n—1
<MY | =M
k=0

6 Majoration des coefficients 4 1’aide d’une intégrale
Soit P un polynoéme de coefficients ai. Montrer que

Vk >0, |ax| < sup |P(2)]

|z|=1
a Laide de Iy = [i" P (') e~***dt.

Réponse

Soit, d le degré de P et k € N.

2m ) ) d 2m ) )
/ P (e”) ekt = Z/ ape“”te*lktdt = 27may
0 — /0
p=0

2m 2
/ P (e") eiktdt’ < / |P (e") efikt‘ dt < 2m.sup |P (2)]
0 0

|z|=1

7 Majoration des coefficients a I’aide d’une somme finie

Soit P un polyndme de coefficients a, et de degré n — 1. Soit M = sup |P (z)|. Soit w; les racines n—iémes de l'unité.
|z|=1
1- Calculer s = E;:Ol P (w;).
2- Montrer que |ag| < M.
3- Montrer que Vk > 0, |ax| < M.

4- Soit 21, ..., 2, des complexes. Montrer que

326U,H|zfzj|21

j=1



Indications

1- On trouve s = n.ayg.

2- |n.ag| = |s| < Z;:Ol |P (wj)| < nM, d’ou le résultat.

3- Pour 1 < k < n — 1, on effectue un calcul analogue avec le polynéme P, = X*.P et on obtient |a,_;| < M.
4- Le polynéme P = H?zl (X — z;) est unitaire, donc Mp > 1 d’aprés 3.

8 H(X—ak)—l

Soit n > 1 et aq,...,a, n entiers relatifs distincts.
1- Soit

P=][(X-a) -1
Montrer que P est irréductible dans Z [X].
2- Qu’en est-il de
(X — ak) +1

—=

£l
Il
-

3- Montrer que

3
3

(X—ak)2—|—1

ol
Il
—_

est irréductible dans Z [X].

Indications

1- Supposons P = QR dans Z [X] avec () et R non constants.

On montre alors que
Yk, Q (ar) = =R (ar) = £1

puis @ + R = 0, enfin
P=-@?

et on en déduit une contradiction.
2- Dans le cas de [];_; (X — ax) + 1, on trouve des exemples trés simples ou il n’est pas irréductible.

9 exp (2irP (n))

Soit P € R[X]. On suppose que
limexp (2i7P (n)) =1
n

Montrer que P (Z) C Z.

10 Interpolation

Chercher tous les polynomes P de R [X] vérifiant
P(0)=0,P(1)=1,P' (0)=P'(1)=0.
Indications

C’est une équation linéaire ; on résout ’équation homogéne P (0) =0, P (1) =0, P’ (0) = P’ (1) =0 ; on trouve
P=X%2(X-1)°.Q

ou @ décrit R[X].
On cherche une solution dans Rj [X] :
Py=-2.X%+3.X?

Conclusion :
P=X%(X-1)7°.0Q+P,



11 Rationnels r tels que cosrm soit rationnel
On définit P, par Py =2, P, = X, et P41 = X.P, — P,,_1 pour tout n > 1. Montrer que pour tout n >0 :
vVt € R, P, (2.cost) = 2.cosnt

Montrer que P,, est & coefficients entiers et est unitaire pour tout n > 1.

Soit 7 un rationnel tel que cosrm soit rationnel ; montrer que |cosrm| = 0,1 ou L

5
Indications

Supposons cosrm = % avec p € Z,q € N*.
P, (2cosrm) = 2.cospm = 2 (—1)"

Le polynome P, — 2 (—1)" est & coefficients entiers et est unitaire ; donc si une de ses racines est rationnelle, elle est forcément
entiére ; donc :
2cosrm € Z

D’ott |cosrm| = 0,1 ou +

D’ou le résultat. -
12 a+b+c=abc=la|=1b|=|c|] =1

Trouver les complexes a, b, ¢ vérifiant
a+b+c=abc=lal =1b|=|c| =1

Indications

Vérifier que % + % + % =1 ; en déduire que ab + ac+ bc = 1.
Finalement a, b, ¢ sont les racines de

P=X*-X’+X-1=(X-1)(X*+1)

13 Racinesde A= X3+ X —1

Soit A = X3+ X —1 et a une racine de A ; a peut-il étre réel ? entier ? rationnel ? zéro d'un polynéme B de degré 2 de Q [X] ?

Indications

- A a au moins une racine réelle, car son degré est impair ; une seule car A est strictement croissant sur R.

- Pas de racine entiére car A(0) = —1et A(1) = 1.

- On sait que si r = % est racine de A, et si p A g = 1, alors ¢ divise 1 et p divise —1 ; donc les seules racines rationnelles
possibles sont 1 et —1.

Conclusion, pas de racine rationnelle.

- Supposons a zéro d’un polyndéme B de degré 2 de Q[X] ; A = B.Q + R dans Q[X] ; R € Q [X] et posséde une racine a
qui n’est pas rationnelle, donc R = 0. Donc A = B.(Q ; la racine rationnelle de ) est racine de A, contradiction.

14 30 A =2

Soit n > 1 et Ay, ..., \n, U1, ---, n des complexes ; on note

n n
k=D A te= 1
j=1 j=1

On supppose que : Vk € N, s, = t, ; montrer que les A; et les p; sont les mémes & permutation prés.



Réponse

Par récurrence sur n ; c’est clair pour n = 1.
On remarque que

VP eC[X ZP :zn:p(uj)

Supposons qu’'un u, n’est pas dans la liste Ay, ..., A, ; soit P un polynéme dont les racines sont les A;, et les u; distincts de py, ;
on obtient une contradiction.

Il y a donc au moins un élément commun aux deux listes ; on est alors ramené au méme probléme avec des listes de taille
n— 1.

15 (P (X +ap))

Soit P € C[X] de degré n ; soit ag, ..., a,, des complexes distincts. Soit P, = P (X + ag).
Montrer que (Py)y<x<,, est une base de C,, [X].

Indications

Avec la formule de Taylor :

p= 3 Gt
j=0 J:

La famille (P(j))0<j<n est une base de C,, [X] et la matrice de passage de (P(j)) a (Pk)ogkgn est inversible (on se rameéne
a un déterminant de Vandermonde).

Donc (Py)g<y<, est bien une base de C,, [X].

0<j<n

16 P(U)cCU

Quels sont les P = Y"}'_, ax X" éléments de C [X] tels que P (U) C U ? On pourra utiliser
Q=X"P ( ) = Z(T

Indications

Soit P € C[X] de degré n > 0 tel que P (U) C U ; soit Q = X"P (%) ; soit R = PQ.

Vu € U, R (u) = u"P (u) P (u) = u"P (u) P (u) = u"
R et X" coincident sur un ensemble infini, donc R = X™ ; pour des raisons de degrés, @) est constant, et
P=aX"

avec a € U.

17 Polynomial par rapport & chaque variable

Soit f de R? dans R polynomiale par rapport a chaque variable ; on veut montrer que f est polynomiale.
On note g, : y — f(x,y) et hy : x — f(z,y).
Pour m > 0, on note E,,, = {x € R/ degg, < m}.

1. Soit = € Ep,
m
9= (y) =Y ax () .y
k=0
Montrer Pexistence de scalaires (cx,;)o<y j<,, tels que :
m
Vo € E,,,Vk € [0,m],a Zf x,7) Chj

Jj=0



2. En déduire I'existence de polynomes (Bk)ogkgm tels que :
V& € By, Vy € R, f (x,9) ZBk y*

3. Conclure.

Indications

1. Utiliser le déterminant de Vandermonde V (0,1, ..., m).
2. La fonction .
Bk = Z hj.CkJ‘
§=0

est polynomiale puisque toutes les h, le sont.
3. La réunion des F,, est R qui est non dénombrable, donc au moins I'un des E,,, est infini. Alors il existe des polyndmes
(Bg) tels que :

Vz € B, Yy €R, f(z,y) ZBk
Pour y fixé, ce sont deux fonctions polynomiales qui coincident en chaque pomt de E,, qui est infini, donc qui coincident sur R.
P (z)
18 2 7

Soient z1, ..., 2z, n complexes distincts, et

k=1
Calculer .
P// (Zk)
S =
2 P
Indications
Ecrire

On trouve s = 0.

19 af' (z)=%.f(x) + 2. Zz—({(_m))z
Soit n € N* ; on note

Z={2z€C/z"+1=0}
Soit f € C,,_1 [X] ; montrer que

@)= G Y

z2€EZ
Indications
11 suffit de le vérifier pour les mondémes XF.
Notons P = X"+ 1, Z ={z;/1 < j < n} les racines de P, et
ok

=D
j (1_zj)
n

On doit vérifier que 55— 4= %.8k+1. On introduit

by
J



k
avec \; = %sz) = —2.2"". On calcule Rj, (1) et on obtient :

N |

= —.Sk+1
n +

~1 3

n apT
20 >y B (z)e™
Soit n € N*, Py, ..., P, € R[X] n polynomes non nuls, et a1, ..., a,, des réels distincts. On pose

fx) =2 Pula)e™”
k=1

1- Montrer que f n’est pas la fonction nulle.
2- Méme question en supposant que aq, ..., @, sont des nombres complexes distincts.



