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Dans la suite, K désigne R ou C.

1 Normes et espaces vectoriels normés

1.1 Distance
Définition
Soit A un ensemble ; soit d une application de A% dans R+.
On dit que d est une distance sur A si :
1) Vo,y € A, d(z,y) =d(y,x)
2) Va,y,z € A,d(z,2) < d(z,y) +d(y,2)
) Ve,yc A,d(z,y) =0<=z =y
Définition

Si d est une distance sur A, on dit que (A, d) est un espace métrique.

1.2 Norme
1.2.1 Définition

Soit E un K —espace vectoriel ; soit N une application de E dans R+ ; on
dit que N est une semi-norme sur F si :

1) Ve e E.VA e K, N (\z) = |A\| N (x)

2)Va,y € E,N (z+y) < N (z)+ N (y) : U'inégalité triangulaire.
1.2.2 Définition

Une semi-norme NN est une norme si de plus :

3)Vee E—{0},N(x) >0
Si N est une norme sur F, on dit que (E, N) est un espace vectoriel normeé.
La norme est souvent notée ainsi : N (z) = ||z|.

1.2.3 Distance associée

Soit (E, N) est un espace vectoriel normé ; soit A une partie de F ; on définit
une distance d sur A par

d(z,y) = N(z —y)
Dans la suite, on n’étudiera que les espaces métriques qui sont des parties
d’un espace normé, et dont la distance est définie a partir de la norme.

1.2.4 La deuxiéme inégalité triangulaire.

Toute norme vérifie aussi :

ve,y € B[zl = llylll < llz =yl

Démonstration
Soit z,y € E.
[zl = lz =y + yll < lz =yl + ||yl|, donc
2] = llyll < [lz =yl
Puis de méme, — ||z|| + [ly|| < |lz —y|

Exemple

La distance entre Paris et Lille est de 204 km ; on en déduit que les distances
dy de Marseille & Paris et dy de Marseille & Lille différent d’au plus 204 km.
En fait, d; = 661 et dy = 835.



1.3 Fonctions lipschitziennes
1.3.1 Définition

Soit E et F' deux espaces normés, A une partie de E, et f une application
de A dans F ; on dit que f est k—lipschitzienne si

Ve,y € A f () = f Wllp < k- llz—ylg

1.3.2 Exemple : la norme

D’aprés la deuxiéme inégalité triangulaire, z — ||z|| est 1-lipschitzienne sur
E.

1.3.3 Exercice : le plus petit rapport de Lipschitz

Soit f une application lipschitzienne ; montrer que f posséde un plus petit
rapport de Lipschitz.

Démonstration

b s @) = F
o=l

1.4 Norme associée a un produit scalaire sur un espace
préhilbertien

Soit E un R—espace vectoriel muni d’un produit scalaire ; on définit une
norme sur F ainsi :
z]| = v/ {x,z)
1.5 Exemples de normes sur K"
1.5.1 EF=K

La norme est en général la valeur absolue si £ = R, le module si £ = C.

1.5.2 ||,
lzll, = Z?:1 ;1.
153 |

] = max [z .
154 |,

1
n 2\ 2
ol = () lasl®)
On montre que c’est la norme associée & un produit scalaire ; lequel 7 Si
K=C?

Réponse

En notant X et Y les colonnes associées & x et v :

(x,y) = ij.yj =XTy
j=1

SiK=C: .
(x,y) = ReZTj.yj
j=1



1.6 Parties bornées

Soit A une partie non vide d’un espace vectoriel normé (E, N).
On dit que A est bornée si

{ll«]l /= € A}

est majorée.
On dit qu’une fonction a valeurs dans E est bornée si son image est
bornée.

Diameétre

Soit A une partie non vide bornée d’un espace vectoriel normé(E, N).
On appelle diamétre de A :

diam (A) = sup {|[z — y|| /2,y € A}

1.7 Boules
1.7.1 Définition : boules dans F

Soit E un espace vectoriel normé E ; soit a € E et r > 0.
Boule ouverte de centre a et de rayon r :

B(a,r)={x € E/d(z,a)<r}={x € E/|z—a|]| <7}
Boule fermée de centre a et de rayon r :
By (a,r) ={z € B/ ||z —al <r}
Sphére de centre a et de rayon r :
S(a,r)={zx € E/|xz—al =r}

1.7.2 Définition : boules dans A

Soit A une partie d’un espace vectoriel normé E ; soit a € A et r > 0.
Boule ouverte dans A de centre a et de rayon 7 :

Ba(a,r)={z € A/d(x,a) <r}={zx e A/|z—al <r}
Boule fermée de centre a et de rayon r :
Bajla,r)={xeA/|r—a| <r}
Sphére de centre a et de rayon r :
Sala,r)={zx€A/||lz—a| =1}

Remarque

By (a,r) =B (a,r)N A

1.7.3 Exemples

Décrire les boules dans R, puis dans R? pour chacune des 3 normes précé-
dentes.

Réponse

DansR: B(a,7) =]a—r,a+7].
Dans R? : B (a,r) est un disque pour ||||,, un carré pour les deux autres.



1.7.4 Boules dans R+
1.7.5 Convexité des boules
Rappel
Soit A une partie d’'un R—espace vectoriel E ; on dit que A est convexe si
Va,y € A, [z,y] C A
ou
[z,y] ={1 =t)z+1ty/t €[0,1]}
Théoréme

Les boules d’un espace normé sont convexes.

Démonstration
Il faut remarquer que (1 —t) x + ty — a peut s’écrire
1-t)(z—a)+t(ly—a)

Ensuite appliquer 'inégalité triangulaire.

1.8 Distance a une partie

Soit A une partie non vide d’un espace vectoriel normé FE ; soit x € E.
On appelle distance de z & A

da(2) = inf. o —u]
Existence de d (z) ?

Théoréme

d 4 est 1-lipschitzienne sur F.

Démonstration

Soit z,y € E.

Vu € A, da () <z —ull <z =yl +lly —ul

Donc :

Vue A, m=da(z) =z -yl <y —ull

m est un minorant indépendant de u, donc, par passage a la borne inférieure

da () = [lz = yll < da (y)
Donc

da(z) —da(y) <z -yl
et de méme

da(y) —da(z) < |z —yl

D’ou le résultat.

2 Suites d’éléments d’un espace vectoriel normé
(£,N)

2.1 Définition
Une suite (u,) € EN converge vers a € E si :

Ve > 0,3ng,Vn > no, [|u, —al| <e



Remarque

(u,) € EN converge vers a € E si et seulement si (||u, — al|) converge vers 0
dans R.

Remarque

(un) converge vers a si et seulement si :
Ve > 0,{n/ ||u, — al| > ¢} est une partie finie de N.

2.2 Unicité de la limite

Théoréme

Si une suite (u,) € EN converge, il y a unicité de la limite.

2.3 Caractére borné
Théoréme

Si une suite (u,) € EN converge, elle est bornée.

Démonstration

Pour € = 1, il existe ng tel que :
Vn > no, |lup —all < e

Alors : ¥n € N, |lun|| < M, avec M = ?

Réponse
M; = max {|Jug|| /k < no} ; M = max (My,1+ ||a]).
En effet :
Vn 2 no, [lunll = lun —a+al < fun —all + o]l <1+ la]

2.4 Opérations sur les limites
Théoréme

Soit A € K ; si (uy,) converge vers u, et (v,) converge vers v,
alors (u, + A\v,) converge vers u + Av.

Démonstration

Soit € > 0 ; soit ng et ny tels que

Vn > ng, ||un — ul| <

Y > ng, ||v, — || <

NI oM

Soit ny = max (ng,nq) ; alors :

Vn > ng, ||(un +v5) — (u+v)|| < e

2.5 Norme produit
2.5.1 Définition
Soit (En, ||[l;) et (Ea,|||l;) deux espaces vectoriels normes.

On définit une norme sur £ = E; X F5 ainsi :

1z, y)|| = max ([, , lyll,)

On généralise aisément & un produit fini d’espaces vectoriels normés.



2.5.2 Convergence

Théoréme

La suite (z,) = (un,v,) converge vers [ = (a,b) dans E si et seulement si
(un) converge vers a et (v,) converge vers b.

Démonstration

Vn > 0,0 < |lu, — a||1 <llzn =1 < llun — aHl + [lvn — sz'

2.6 Suites extraites
2.6.1 Lemme

Soit ¢ une fonction strictement croissante de N dans N ; alors :

Yn>0,0(n)>n

2.6.2 Définition

Soit ¢ une fonction strictement croissante de N dans N et (u,) € EN.
On dit que (uy(n)) est une suite extraite de (u,).
Si (ug(n)) converge, on dit que sa limite est une valeur d’adhérence de

2.6.3 Théoréme

Si (uy,) converge vers a, toute suite extraite de (u,) converge vers a.

Démonstration

Soit € > 0 et ng tel que
Vn > ng, |lun, —al <e

Alors :
¥n 2 no, [|upm —al| <

car si n > nyg, alors ¢ (n) > n > ny.

Corollaire

Une suite ayant au moins deux valeurs d’adhérence distinctes diverge ; ex-
emple 7

Réponse

up = (—1)" ; (uapn) et (uz,41) convergent vers des limites distinctes.

3 Comparaison des normes

3.1 Exemples de normes sur des espaces de fonctions
3.1.1 Norme de la convergence uniforme

Soit X un ensemble ; soit E I’ensemble des fonctions bornées de X dans K.
On définit sur E la norme de la convergence uniforme ainsi :

[flloe = sup [f] = sup | f (£)]
X teX

Remarque

Cas particulier : la norme |||, déja vue dans E=R", avec X =7



3.1.2 Norme de la convergence en moyenne

Soit I = [a,b] un segment ; soit £ = CY (I, K) ; norme de la convergence en

moyenne :
111, :/Ilfl :/Ilf(t)\dt

Peut-on généraliser a ’ensemble E’ des fonctions continues par morceaux
sur I ?

Remarque

Réponse

On obtient une semi-norme sur E’.

3.1.3 Norme de la convergence en moyenne quadratique

Soit I = [a,b] un segment ; soit F = C° (I, K) ; norme de la convergence en

moyenne quadratique :
5\ 2
111, = ([ 177)
I

Cette norme dérive du produit scalaire suivant :

(f,g) = /I fg

(f,g) = Re /I %o

SiK=C

3.2 Normes équivalentes
3.2.1 Définition

Deux normes N et N’ sur E sont équivalentes si
Ja > 0,38 > 0,Vz € E, aN (z) < N’ (z) < SN ()

Définition équivalente :
N et N’ sur E sont équivalentes si & et - sont majorées sur £ — {0}.
Complément

On dit que N; est plus fine que Ny si
Ja >0, Ny < aM;

ou encore si % est majorée.

Deux normes sont équivalentes si chacune des deux est plus fine que
l’autre.

3.2.2 Remarque

Soit N et N’ deux normes sur E équivalentes ; les parties bornées, les suites
convergentes sont les mémes.

10



3.3 Exemples dans K"
3.3.1 |l <l

3.3.3 |l <l

334 |, <valllly

3.3.5 |, <vall.,

3.3.6 |, <l

3.4 Exemples dans M, (R)
3.4.1 2.l

3.3.2 I, <nlll

Il s’agit d’un cas particulier du précédent, avec n? & la place de n ; on définit
donc :

Al = max as,

2

ALl = [ D2 lai,l®

i=1 j=1

|/l (norme de Frobenius) est la norme associée a un produit scalaire ; lequel
?SiK=C?

Réponse
<A7 B> = Z Z am.bi,j
i=1 j=1
Si K=C: o
<A, B> = Re Z Z am-.bi,j
i=1 j=1

Expression simplifiée pour |||, ?
(A,B) =tr (*A.B) , ||A], = V/tr (*A.A)

3.4.2 Une norme subordonnée

On notera F' = M, 1 (R) ’ensemble des colonnes de taille n.
Définition

Az
)= sp 124
ver—{0} 17l

Propriétés

On peut montrer qu’on définit ainsi une norme sur F = M, (R) ; ||A]| est
en fait le rapport de Lipschitz de A.
Cette norme vérifie

Ve e F || Azl < [[Al-[l2]l

On I'appelle la norme subordonnée a ||| .-

Exercice

Soit A € E. Notons (L, ..., Ly,) les lignes de A. Alors :

4l = max 1L,

11



Démonstration

Notons
m = max |ILi],
Soit « € F. B
Vi, (A.x), = Z a; ;T
j=1
Donc :

n n
Vi, [(Ax),| <D laiga] <zl - Y lais] = ol - 1Ll < mellzfl
j=1

j=1
D’ou :
[A-z] o <m. |z

Cherchons maintenant « € F', non nul, tel que ||A.z|_ = m. |z .

On choisit d’abord ¢ tel que m = ||L;||,. Ensuite ?
On définit = de la facon suivante :

x; = £1, du signe de a; ;. Il y a alors égalité dans I'inégalité triangulaire.
3.4.3 Une autre norme subordonnée

Exercice

On note F' = M,, 1 (R) ’ensemble des colonnes de taille n et

Ax
4= sup 142l
zer—{oy [l

De maniére analogue, on peut montrer qu’on définit ainsi une norme sur
E =M, (R) ; ||A|| est le rapport de Lipschitz de A. Cette norme vérifie

Vo e F || Az, <[lA]l. =]l

On I'appelle la norme subordonnée a [|||;. On va montrer que

4]l = max €1l

Démonstration

Soit (e, e, ...e,) la base canonique de R™. Notons

M = max [C;l,

Notons d’abord que

| 4.1
vi € [l Gl = S
Ji1

Donc M < || 4]
Inversement, soit x € R™ : o = 3" x;e;.

n n n
1Az]l, = ||D " wjAes|| < D laglllAeslly < MY Jayl = Ml
1 =t

j=1 j=1

Donc
Az,

ve € FAOE T

D’ou ||A]| < M.

12



3.4.4 Que dire de |A.B| ?

Exercices
Pour |||

VA,B € E,|A.B| . < n. [ Al Bl
Pour |||,

VA, B € E,||A.B|, <Al [IBl,

Pour la norme subordonnée
VA,B € E,|A.B| < [|A]l.||B]l

On parle de norme sous-multiplicative.
Autre norme qui vérifie cette propriété 7

n.[|A]l

3.4.5 Pour |||,
VA, B € E,[|A.B|, < |[All,-[|Bll

Démonstration

Soit C = AB ; alors :
cij =Y aixbe;=(Li(A),C;(B))
k=1

Donc :
2 2
5 <L (D5 -11C; (Bl = as.b;

On somme et on obtient le résultat.

Cas d’égalité

lA.B|l, = ||Ally. | Bll5 si et seulement si pour tout (4,j), (L; (4),C; (B))
est lice. Ce qui se produit dans les cas suivants :

-A=0.

-B=0.

- A et B sont de rang 1 ; les lignes de A et celles de B” sont sur une
meéme droite.

3.5 Exemples dans E = C?([a,)],R)
3.5.1 [, <(b—a)llll

352 |ll, <vb—alll.

3.5.3 [l <vb—alll,

354 || <Cll,?

Non, exemple

I=10,1]; fn (x) = 2™; la suite (”HJ;ZHHOO> n’est pas pas majorée.

3.55 |, <allll, ?

Meéme réponse.

13



3.5.6 Convergence de (f,)
(fn) converge vers f =0 pour ||||,. En effet :

1

Vn >0, fully = I fn = 0ll, = o

Supposons que (f,) converge vers une limite g pour ||| -
Alors, (f,) converge aussi vers g pour ||[|;. En effet :

Vn >0, fa = glly <lfn =9l

Par unicité de la limite pour [|||;, g = f = 0.

Il reste a savoir si (f,) converge vers 0 pour || .

V>0, [[fo =0l = [falle =1

Donc (f) ne converge pas vers 0 pour |||| .
Donc (f,) n’a pas de limite pour ||| ..

3.6 Intégration sur un intervalle I quelconque

3.6.1 Convergence en moyenne

nﬂh=juw=[vuﬂw

définit une norme sur ’espace des fonctions continues intégrables sur [.
3.6.2 Exercice : convergence en moyenne quadratique

Hﬂ2=<[U”>é

Cette norme dérive du produit scalaire suivant :

(f.9) = /Ifg

oui, mais sur quel espace 7

Réponse

L’ensemble des fonctions continues de carré intégrable.

Démonstration
£+ <2(1FF +197)
prouve qu’il s’agit d’un espace vectoriel.
fol < 5 (1£ + 1o
prouve que (f,g) = [, fg existe.

3.6.3 Généralisation

Soit w une fonction continue et strictement positive sur 1.

(f,g) = /I fow

définit un produit scalaire sur ’ensemble des fonctions f continues sur I
telles que 7

Telles que f2.w soit intégrable.
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4 Topologie d’un espace métrique A

4.1 Owuverts de A
4.1.1 Définition

U est un ouvert de A si

Va € U,3e > 0, B (a,e) CU

4.1.2 Quelques exemples dans R

4.1.3 Stabilité

Théoréme

Toute intersection finie, toute union d’ouverts de A est un ouvert de A.
L’ensemble vide et A sont des ouverts de A.

Démonstration

Soit Uy et Us deux ouverts de A ; soit a élément de U; N Us ; alors
Jdeq > 0,B(a,€1) clU;
deg > 0,B (CL,&‘Q) Cc U,
D’ou
Je > 0,B(a,e) CUL NU,y

Par exemple, ¢ = min (g1, &3).

Intersection quelconque ?

Soit Un:]fl l[pournzl.

n’n

n Un ={0}

n>1
intersection d’ouverts de R qui n’est pas un ouvert de R.
4.1.4 Boules

Théoréme

Toute boule ouverte est un ouvert de A.

Démonstration

Soit 7 > 0 ; soit U = B (a,r) ;soit be U ; B(b,e) C U, avec e = 7

Réponse
e=r—lab|

En effet :
Ve € B(be),la—z| <fla=b|+[b—z|| <|la—b|+e=r

donc
B (b,e) C B(a,r)
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4.1.5 Les ouverts de A sont les unions de boules ouvertes
Démonstration

Les unions de boules ouvertes sont des ouverts de A. Réciproquement :
Soit U un ouvert de A, et V I'union des boules ouvertes contenues dans
U ; évidemment,
VcU

Soit z € U ; alors x € V car ...7
Conclusion :

4.1.6 Voisinages

On dit que V est un voisinage de a dans A si V' contient une boule de centre
a et de rayon non nul, c’est-a-dire :

de >0, B(a,e) CV

Remarque
U est un ouvert de A si et seulement si U est un voisinage de chacun de ses
points.
Exemple
A =R ; R+ est un voisinage de quels points 7
Tous sauf 0.
4.2 Continuité
4.2.1 Définition

Soit A et B deux espaces métriques ; soit f une application de A dans B.
On dit que f est continue au point a € A si

Ve >0,3a>0,Vz € A, d(z,a) <a=d(f(z),f(a) <e
Autre formulation

Ve > 0,3a >0, f(B(a,a)) C B(f (a),¢)

4.2.2 Définition, cas particulier de la précédente

Soit E et F' deux espaces normés ; soit A une partie de E, B une partie de
F' ; soit f une application de A dans B.
On dit que f est continue au point a € A si

Ve >0,3a>0,Vz € A, |lz —a|| <a=|f(zx)— f(a)] <e
Autre formulation
Ve > 0,3a >0, f (Ba(a,a)) C B(f (a),¢)
4.2.3 Les fonctions lipschitziennes

Théoréme

Si f est k—lipschitzienne, alors f est continue sur A (en tout point de A).

Démonstration

a = ¢ ; on remarque « est indépendant de a.
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4.2.4 Images réciproques
Théoréme

Soit f une application continue de A dans B.
Alors I'image réciproque de tout ouvert de B est un ouvert de A (pas un
ouvert de E).

Démonstration

Soit V ouvert de B ; soit U = f~1 (V) ;s0it a €U ; b= f(a) €V et V est
un ouvert de B ; donc :

Je > 0,B(b,e) CV
Ensuite :
Ja>0VeeA|lz—a||l<a=|f(z)—f(a)|<e
Conclusion ?
B(a,a) CU
4.2.5 Application

Toute boule ouverte de A est un ouvert de A.

Démonstration

A—R

Blar) = (=oorp avec f2 508

4.3 Fermés de A
4.3.1 Définition

T est un fermé de A si son complémentaire est ouvert dans A.

4.3.2 Quelques exemples dans R
4.3.3 Stabilité
Théoréme
Toute intersection, toute union finie de fermés de A est un fermé de A.
L’ensemble vide et A sont des fermés de A.
Union quelconque ?
Soit T, = [L,1] ; I'union des T}, pour n > 1 est ]0,1] qui n’est pas fermé
dans R.
4.3.4 Images réciproques
Théoréme
Soit f une application continue de A dans B.
Alors I'image réciproque de tout fermé de B est un fermé de A.
Démonstration
Si T est le complémentaire de U dans B, alors f~! (T') est le complémentaire
de f~1 (U) dans A.
4.3.5 Boules
Théoréme

Les boules fermeées, les sphéres sont des fermés de A.
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Démonstration

By (a,r) = f~ (J=00,7]) ; S (a,7) = f 71 ({r}).

4.4 Intérieur
4.4.1 Point intérieur
Définition

Soit E un espace normé ; soit A une partie de F, et a un élément de F.
a est un point intérieur & A si

Je > 0,B(a,e) C A

a est donc un point intérieur & A si A est un voisinage de a dans E.

Définition
L’ensemble des points intérieurs de A est appelé intérieur de A, noté Int (A),

(e}
ou A.

4.4.2 Exemples dans =R

Trouver l'intérieur des parties suivantes de R
1) 10,1]
2) R+
[0,1]

4.4.3 Propriétés

Soit A et B des parties de E.
1) A C A

2) Si A C B, ;1 C %

)
3) Si A est un ouvert de E, A = A.
4) Soit U un ouvert de E contenu dans A ; alors U C A.
5) A est un ouvert de E.
Démonstration

1), 2) , 3) : clair.
3) Soit U un ouvert de E contenu dans A :

UcA
Donc . .

UcA
OrU:((},donc

UcA
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5) Soit a € A : il existe € > 0 tel que
B(a,e) C A

Oun sait que U = B (a,¢) est un ouvert de E ; donc

o

B(a,e) C A
;21 est bien un ouvert de E.

4.4.4 Caractérisation de ’intérieur

Théoréme
[e]
A est le plus grand ouvert de F contenu dans A : c¢’est un résumé de ce qui

précede.

4.4.5 Exercice

Montrer que lintérieur de A est un ouvert de E en utilisant une image
réciproque.

Démonstration

On suppose A différent de E ; soit B le complémentaire de A dans E ; alors
A={zx e E\dp(z) >0}

4.5 Adhérence
4.5.1 Point adhérent
Définition

Soit E un espace normé ; soit A une partie de F, et a un élément de F.
a est un point adhérent a A si

Ve >0,B(a,e) NA# D
a est donc un point adhérent a A si tout voisinage de a dans F rencontre A.
Définition
L’ensemble des points adhérents & A est appelé adhérence de A, noté A.
4.5.2 Premiéres propriétés
-AcA
-ACB=ACB
4.5.3 Exemples dans £ =R

Trouver ’adhérence des parties suivantes de R

1) 10, 1[

]
) [

,R\[Q

2) R
3) [0,
4) [0
5) Z
6) Q
710

0, +
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1) [0, 1]
2) R+
3,4) [0,1]
5) Z
6) R

7) R+

4.5.4 La borne supérieure

Si A est une partie de R non vide et majorée, sup A € A.

4.5.5 Adhérence et intérieur

Soit A une partie de E, B son complémentaire dans FE.
L’adhérence de B est le complémentaire de l'intérieur de A :

E\A=E\ A
Démonstration

a¢1(21<:>V6>0,B(a,6)¢A<:>V5>O,B(a,s)ﬂB7é®<:>a€§

4.5.6 Caractérisation de 1’adhérence
Théoréme
- A est le plus petit fermé de E contenant A.

- A= A si et seulement si A est fermé dans F.

4.5.7 Exercice

Soit A et B deux parties de E ; comparer AU B et AU B.

Réponse

AC AUB, donc AC AUB ; de méme, B C AU B. o
Inversement, AUB C AUB, qui est fermé dans E ; donc AUB C AUB.

4.5.8 Exercice

Soit A et B deux parties de E ; comparer AN B et AN B.

Réponse
ANBC A,donc ANB C A ; de méme, ANB C B ; donc
ANBCANB
Mais ils ne sont pas toujours égaux :
A=[0,1et B=]1,2].
4.6 Frontiére
4.6.1 Définition
Soit A une partie de F ; on appelle frontiére de A :
FrA—0A=4\A
Soit B le complémentaire de A dans F ;
0A=ANB

Par conséquent, A et B ont la méme frontiére, et c’est un fermé de F.
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4.6.2 Exemples

Trouver la frontiére des parties suivantes de R
1) ]0,1]
2) 10, +o0]
3) Z
4) Q
Réponse
1) {0,1}
2) {0}
3) Z
) R

S

4.7 Changement de norme
Théoréme

Deux normes équivalentes sur F définissent les mémes notions topologiques
suivantes :

ouverts, fermés, adhérence, intérieur, frontiére, limites, continuité, conti-
nuité uniforme, voisinages, parties bornées...

Démonstration

Soit ||||; et ||||, deux normes équivalentes sur E. Soit k > 0 tel que
Ily < F- 111l

Considérons
Fo(E ) — (B 1l)
T — T

f est k—lipschitzienne, donc continue.

Donc tout ouvert pour ||||, est ouvert pour ||||;, car image réciproque par
f d’un ouvert.

De maniére analogue, tout ouvert pour ||||, est ouvert pour ||||,.

5 Suites et topologie

5.1 Adhérence

Théoréme

Soit A une partie de E ; soit a € E.
a € A si et seulement s’il existe une suite d’éléments de A convergeant
Vers a.

Démonstration

Soit a € A ; pour tout n > 1,

1
B (a, ) NA#g
n
Soit donc u, un élément de B (a,+) N A ; la suite (u,) convient.

1
n
Réciproque ?

Théoréme

Soit A une partie de E.
A est fermée dans E si et seulement si, pour toute suite d’éléments de A
convergente, la limite est dans A.
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5.2 Densité
5.2.1 Définition
Soit A et B deux parties de F ; on dit que A est dense dans B si B C A.

5.2.2 Caractérisation séquentielle

A est dense dans B si et seulement si tout élément de B est limite d’une
suite d’éléments de A.

5.2.3 Rationnels

Q est dense dans R.

Démonstration

Pour n > 1, soit a, = 107" E (10"a).
Vn>1, E(10™a) <10".a < E(10™.a) + 1

D’ou : 1
VnZl,an§a<an+W
D’ou

1
VnZl,a—W<an<a

5.2.4 Irrationnels

R\ Q est dense dans R.

Démonstration

Soit a un réel, (r,) une suite de rationnels convergeant vers a — v/2.
Alors (7, + v/2) converge vers a.

5.2.5 Sous-espace vectoriel

Exercice

Soit F' un sous-espace vectoriel de E distinct de F.
Alors A = E'\ F est dense dans F.

Démonstration

Soit e € E\ F ; soit x € F' ; soit
Ty =2+ —e
n
(z,,) est une suite d’éléments de A qui converge vers x.

Remarque

Soit A une partie quelconque de F.

A est dense dans E si et seulement si son complémentaire est d’intérieur
vide.

Donc un sous-espace de E autre que E est d’intérieur vide.
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5.3 Les valeurs d’adhérence d’une suite
Exercice

Soit (u,) € EN ; soit a € E.
Montrer que a est une valeur d’adhérence de (u,) si et seulement si

Yn>0,Ye >0,3p > n,|lup, —a| <e

A Taide de
Xn = {up/p > ”}

montrer que ’ensemble des valeurs d’adhérence de (u,) est un fermé de E.

Réponse

L’ensemble des valeurs d’adhérence de (u,,) est :

N«

n>0

5.4 Exercice : les fonctions strictement positives
Soit I =[0,1] et E = C (I,R) ; soit
U={feE/Ntel, f(t) >0}

U est-il ouvert dans E ?

ler cas : ||| .

Soit f e U.
Trouver € > 0 tel que B(f,e) C U et en déduire que U est ouvert dans
E.
Réponse
€ = min f
2e cas : ||;-

Soit f € U ; construire une suite (fy,) d’éléments de E\ U convergeant vers

f.

Montrer que U n’est pas ouvert dans F ; quel est son intérieur ?

Réponse

Soit h,, continue affine par morceaux, nulle sur [%, 1], telle que

hn (0) = f (0)

Plus précisément :
1
Vt € {O,n} , b (8) = £(0). (1 —nt)
Soit f, = f — h, ; on constate que :

(car £, (0) = 0).

0
Vi > 1[I = fally = lnll, = %n)

Donc E \ U est dense dans F, ce qui équivaut & U d’intérieur vide.
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6 Topologie induite

FE est un espace normé, et A une partie de F.

6.1 Boules
Ba (a,e) = AN B (a,¢).

Corollaire

Les voisinages de a dans A sont les intersections avec A des voisinages de a
dans E.

6.2 Ouverts relatifs

6.2.1 Théoréme 1

Les ouverts de A sont les intersections avec A des ouverts de F.
On dit aussi les traces sur A des ouverts de FE.

Démonstration

Soit

A— F
Tr —x

f:

Soit U un ouvert de E ; pourquoi U N A est-il un ouvert de A ?

Réponse

U N A est I'image réciproque de U par f.
Soit maintenant V' un ouvert de A ; on sait que V' est une union de boules

ouvertes :
V = U BA (al—,n—)
iel
Donc
V = A N <U B (ai,ri)>
iel
Remarque

Un ouvert de E contenu dans A est ouvert dans A.

6.2.2 Théoréme 2

Dans le cas ou A est un ouvert de FE :
les ouverts de A sont les ouverts de E contenus dans A.

6.3 Fermés relatifs

6.3.1 Théoréme 1

Les fermés de A sont les intersections avec A des fermés de E.
On dit aussi les traces sur A des fermés de F.

Remarque

Un fermé de E contenu dans A est fermé dans A.

6.3.2 Théoréme 2

Dans le cas ou A est un fermé de E, les fermés de A sont les fermés de F
contenus dans A.
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6.3.3 Caractérisation séquentielle des fermés de A
Théoréme

Soit B une partie de A.
B est fermée dans A si et seulement si, pour toute suite (u,) d’éléments
de B qui converge vers une limite a dans A, a appartient & B.

6.4 La topologie de Z

Exercice

Dans A = Z, chercher les boules, les ouverts, et les fermés.

Réponse

Soit n € Z ;
{n}=n-1,n+1NZ

ce qui prouve que {n} est un ouvert de Z.

On en déduit par réunion que toute partie est ouverte dans Z.

Par passage au complémentaire, on en déduit que toute partie est fermée
dans Z : on parle de topologie discréte.

7 Limites et continuité

7.1 Voisinages
711 Casoua€F

On dit que V est un voisinage de a dans E si V' contient une boule de centre

a et de rayon non nul :
Je > 0,B(a,e) CV

7.1.2 Casoua=-+x
On dit que V est un voisinage de +oo dans R si
W eR, b, +oo[CV

7.1.3 Cas ot a=—

On dit que V est un voisinage de —oo dans R si
W eR,]—o0,b[CV

7.1.4 Cas ot a =00

On dit que V est un voisinage de 'infini dans F si

I >0,Vee E|z|| >b=>z€V

Remarque

V' est un voisinage de l'infini dans A si et seulement si son complémentaire
dans F est... ?

Réponse

borné.
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7.2 Limites
7.2.1 Définition

Soit A une partie de E ; soit a € A ; soit f une application de A dans F.
On dit que
limf =1
a

si pour tout voisinage V de [ dans F, il existe un voisinage U de a dans F
tel que
fANU)CV

Cas particulier important

Dans I’étude de la convergence des suites, A = N et a = +00.

7.2.2 Extension

Comment interpréter a € A dans le cas ol a est infini ?

Réponse

Pour ¢ = +00 : A non majoré ; pour a = oo : A non borné.

7.2.3 Caractérisation séquentielle
Théoréme
limf =1L
a
si et seulement si, pour toute suite d’éléments de A convergeant vers a,

limf (un) = L

7.2.4 Cas d’une application a valeurs dans un produit fini d’es-
paces vectoriels normés

Théoréme

ICi, F = F1 X FQ.
f ) =(fi (@), f2(2))

Dans ce cas :
limf = (I3,12) si et seulement si limf; = I; et limfo = lo.
a a a
Démonstration

Découle de la caractérisation séquentielle.

7.2.5 Opérations algébriques sur les limites
Théoréme

Silimf =1 et limg = I, alors limf + Ag = [ + Al'.

7.2.6 Limite d’'une composée
Théoréme

Soit f une application de A dans B, et g une application de B vers F.
Silimf =1bet lilr)ng = [, alors
a

limgo f =1
a
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7.2.7 Continuité en un point et limite

Silimf =1, et si de plus a € A, alors

L= f(a)
Dans ce cas, f est continue au point a ; réciproquement, si f est continue
au point a, imf = f (a).
a

La continuité au point a équivaut donc & l’existence d’une limite finie
dans le cas ou a € A.
Corollaire
Les propriétés précédentes s’appliquent & la continuité :

caractérisation séquentielle, opérations algébriques, composition...
7.3 Fonctions coincidant sur une partie dense
Théoréme

Soit B partie dense de A ; soit f et g deux applications de A dans F' continues
qui coincident sur B. Alors

f=g

Démonstration 1

Soit a € A ; soit (b,,) une suite d’éléments de B qui converge vers a ; alors
Vn >0, f(bn) =g (by)

Il suffit de passer a la limite.

Démonstration 2

Que dire de (f —g)” " {0} ?
C’est un fermé de A qui contient B, donc c’est A.

7.4 Endomorphismes continus de (R, +)
Exercice important

Les seuls endomorphismes de groupes continus f de (R, +) sont les
fao:t—at

oul a décrit R.

Démonstration

Soit F' une primitive de f. De
(H): Vo,y e R, f(x+y) = f(2)+ f(y)
on déduit, en intégrant sur [0, 1] par rapport a y :
VeeR, F(z+1)—F(z)=f(z)+ F(1)— F(0)

Ceci montre que f est de classe C! sur R. On revient & (H) ; en dérivant
par rapport a y :
Vo,y R, f' (x+y) = f(y)
D’ou
vz €R, f'(z) = f'(0)

Conclusion ?
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