Séries

1 Indices pairs et impairs

Soit (u,) € CN.
1- Si > gy, et Y usn41 convergent, peut-on en déduire que > u, converge ?
2- Eudier la réciproque.

Indications

1- Vrai.

2- Faux, exemple : u,, = CD”

n+1 °

2 u, <v, <w,
Soit (uy), (vn), (wy) 3 suites de réels. On suppose que
vn eN, u, <v, <w,

et que les deux séries Y u, et > w, convergent.
Que dire de > v, ?

Indications
Ogvn_un Swn_un

3 Dosinmvn?+1

Trouver la nature de la série de terme général
Uy, = sinry/n2 +1

Indications

1 1
Vn > 1,u, =sinmy/n? + 1 =sinm.ny /1 + — =sin [mr (1—1—2—1—0
n

2n
T 1
o = si — 40 (=
U sin (nw—l—Qn—l— (n3)>

T 1
-)"—+4+0|—=
(=1) on (n3>
Conclusion : > u, converge (semi-convergente).

Donc :

4 = Lexp(—u,)

Oun définit (u,) par u; > 0 et up41 = %.exp (—uy,) pour tout n > 1.
Etudier la nature des séries > u, et > (=1)" uy,.



Indications

On vérifie que (u,,) est bien définie.
VYn>1,u, >0

Donc :

1
Vn > 1,0 < tnsr < —
n

Donc (uy,) tend vers 0, d’ott u, 11 ~ <.
. . n
Conclusion : > u, diverge.

Ensuite :
1 1 1
= —. (1 )= = il
i1 = (140 (un)) = 540 ()
Donc
)™ = ()"0 (o
n+1 .TL 712

Somme d’une série semi-convergente et d’une série absolument convergente, donc converge.

5 > cos(mn’In-")

n—1

Nature de la série de terme général

Uy, = COS (7T’rl2.1n i )
n—1

Indications
-1 1 1 1 1
Yn > 2, u, = cos <7m2.1nnz 1> = cos <7m2.lnn - > = cos <7m2. <_n 9.2 3.3 + 0 <n4)>)
T T 1
Vn > 2, u, = TG J —
n=>2,u cos<mr+2+3n+ <n2>>
Donc :

n T U 1 n+1 . T 1 nt+1 T 1
> = (— . — — J— — (— - — .
Vn > 2,u, = (—1) COS( + n+0<n2>) (-1) sm( n+0< 2)) (-1) n+0( 2)

Donc :
Vn > 2,u, = vy + wy,

ol v, est le terme général d’une série qui converge d’apres le critére des séries alternées, et w,, est
le terme général d’une série qui converge car absolument convergente.
Donc > u, converge.

6 u,=+\/Nn+ U,

On définit (u,) par ug > 0, et u,, = /n + u,_1 pour tout n > 1.
1. Montrer que (uy,) est bien définie, et qu’elle tend vers +oo.
2. Montrer que (u,) n’est pas décroissante, puis qu’elle est croissante a partir d’un certain rang.
3. En déduire que (u,,) est dominée par (1/n), puis trouver un équivalent de (uy,).

4. Nature de Y -, de Y3 51" 7



Indications

1. Vn > 0,u, > /1.
2. I est clair que (u,) n’est pas décroissante. Soit p > 0 tel que u, < upy; ; montrons par
récurrence sur n que :
Vn 2> p, up < Unta

C’est vrai pour n = p ; soit n > p tel que u,, < u,41 ; alors :
n+1l+u, <n+24+upp

Dot up4+1 < upyo ; le résultat est démontré.
3. A partir d’un certain ng : u, < Up41 =+v/n+ 1+ u, ; donc

uign—i—l—l—un
Soit P=X? - X —(n+1); P(u,) <0 ; or les racines de P sont

1£/1+4(n+1)
2

Donc :
1++y/1+4(n+1)
2

Yn > ng, up <
Sachant que u,—; = O (y/n), on obtient
Up = /N4 Up—1 ~ /1

11 1 L (=D S . L )
4o~ donc > oz diverge ; > ==L converge d’apres le critére des séries alternées.

Un

7§ =y e

On note

I =

k=1

1- Montrer que (H,, — In(n)) converge vers une limite ~.
2- En déduire la valeur de S.

1\ L« o Int
8 > (=1)"n [, mrndt
Nature de la série de terme général

> Int
L L
un = (=1)"-n /n t(t+1)

Indications

Soit I, = [° qimydt et J, = [° Edt.

Par intégration par parties :

g, = 1+ Inn
n
De plus :
< Int * Int 1+ 2lnn
o<J,—1I,= —dt < —dt=K,, = ———
- /n t2(t+1) /n t3 4n?
Donc

I - 1+lnn+0<1n;1)
n n

On en déduit que :
-si <0, u, est absolument convergente.
-sia>1, > u, diverge grossiérement.
-si0<a<1, > u, est semi-convergente.



1
9 2 1—vV24+V3.+(=1)""/n

Nature de la série )

1 ?
1—vV24+V3.. 4+ (=) y/n -

Indications

Notons t, = v/ —v/n — 1... + (=1)" "' /1 ; on peut écrire
= ViV LA (D) VI = Ly (i - v ) O )7(¢* Vi)

ou encore

)nl

f+(> V- (V2 Vi) ot (1 (Vi v D)) = v Y,

ou (uy) est la suite des sommes partielles d’une série qui converge d’aprés le critére des séries
alternées.

Donc :
l)n 1

vt T wroq)

ou u est une constante dont on vérifie qu’elle est non nulle.
Pour finir :

o — ! (0" _ (-
V2B () Ty th o Lym+ CE it 0(1))

™t o2 1
an2()u+o<)
n

D’ou, aprés calculs :

Conclusion : Y a, diverge.



