Suites récurrentes

1 un:\/n+\/n—1+...\/2+ﬁ

1- Trouver la limite de (uy).
2- Exprimer u,1 en fonction de u,,.

3- Montrer que
VneN, u, <n

4- Montrer que u,, = o (n).
5- Donner un équivalent de (uy,).

Indications

3- Par récurrence sur n.
4- Utiliser 2 et 3.

5- Uy ~ /1.

2 Up+1 = 1+nrfu2

On définit une suite par u; > 0 et u,+1 = fp, (un) avec

x
fn (@) = 1+ n.ax?
1- Déterminer la limite de (uy,).
2- Montrer que :
1
n > 2, u, < —
n

3- Montrer que (n.u,) est croissante.
4- Trouver un équivalent de (u,,).

Réponse

1- On constate que (u,,) est bien définie.
¥n > 1,0 < upsr < M,
ou M, = maxf, = ﬁ Donc (uy,) converge vers 0.
2- Par récurrence sur n. Facile pour n = 2.
Soit n > 2 ; supposons 0 < u,, < % ; fn étant croissante sur [O,
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S
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Un—&-lfn(“n)éfn( n+1

3- Soit n > 2.
(n+1)upy1 > nay, <= (n+1)u, > (1 + nui) Uy,

Aprés simplication :
1
(n+ 1) upy1 > nauy, <= u, < —

3

ce qui est vrai.
4- (n.u,) est croissante et majorée par 1, donc converge. Soit L sa limite.

1
= — 4+ Nn.Up
Up41 Up



Donc ( L i) tend aussi vers L ; d’out
Un+1 Un

1
— ~nlL
Uy,
Conclusion :
L=1
3 2 _ 1 1
Unp, Unp—1 Up—2
Trouver la limite de la suite (u,) définie par ug > 0, u; > 0 et = = — 1_1 - 1_2.

1
4 xn—klzxn"f—a

A quelle condition sur zy peut-on définir une suite par z,+1 = =, + w% ? Dans ce cas, étudier la limite de (z,,).
Si z¢p = 5, montrer que x99 € [45,45.1] en utilisant %21+1 — x% Tester avec Python.

Indications

(z,) est définie si et seulement si xo # 0.
upposons ; la suite est croissante ; si elle converge vers une limite u, alors
S 0>0;1 t t te ; 11 limite u, al

u=u-+ -
u
Impossible, donc (z,,) tend vers +oo.

Supposons g = 5.
1

2 2
VnZO,an—xn:Z—i—x—Q
n
Donc 22 > 2n + 23 ; donc x%,y, > 2025 :
T1000 = 45

Ensuite, il faut majorer :
Vk > 0,27 > 254 2k

Donc :
n—1 n—1 1
Yn > 0,22 =22 +2 — < 25+2
m2 0T =+ "‘Lzmz— Tt o
k=0 k=0
Donc :
[t | 1 =l g
2 <2542 <254 2n+ — /
Tn = +"+k§25+2k— Tt T ), By
Enfin :

1
T3g00 < 2025 + % +2.1In3 < 45.12

_ 1 1
5 un+l_§un+ﬁ

Soit (uy,) définie par u; > 0 et u,11 = %un + %
1) Montrer par ’absurde que (u,) n’est pas croissante
2) Montrer qu’elle est décroissante & partir d’un certain rang.
3) Montrer que (u,) tend vers 0.
4) Exprimer (u,) en fonction de n.
5) A l’aide du théoréme de sommation des relations de comparaison, montrer que » ., _, % ~ 2
6) En déduire que u,, ~ 2.

n

2

1
6 Uy =1—21u2

3

Etudier la suite définie par up =0 et up41 =1 — $.u?.

7 U, =1In (1 —l—un—|—u%)

Etudier la convergence de la suite définie par ug € R et u, 11 = In (1 + u, + u%)
Dans le cas ou la suite tend vers 0, en déterminer un équivalent.



Zn

8 “ntl = 2—zp,

Soit zp un complexe tel que 0 < |z9| < 1 ; on définit une suite par z,+; = ; montrer que cette suite est bien définie, et

qu’elle converge vers 0.

Zn
2—2zn

9 YupUpi1Upio
Soit (u,) définie par wg, u1, us strictement positifs et

Un43 = \3/ Unp Un41-Un42

Montrer que (u,,) converge et trouver sa limite.
On pourra noter v,, = Inu,, et vérifier que v, + 2v, 11 + 3v,42 est constant.

_ 2
10 up41 = uy +uy,

On définit une suite de complexes par ug € C et U, 11 = Uy, + u2.
1) Etudier le cas ol ug € R.
2) Dans le cas ou ug € C et |ug| > 2, montrer que lim |u,| = 4o0.
n

Réponse

Cas ot |ug| > 2 :
Y >0, |upt1] = [un] - |1+ un| > Jug|. (Jun| — 1)

On en déduit par récurrence sur n que (Ju,|) est strictement croissante et que :

Vn >0, [un| > Juo| . (Jug| —1)"

11wy :un—%

On pose, pour z complexe

P(z)=2°-1
et si z est non nul : P2)
z
F =z —

Soit r € )0, 1[ et D le disque fermé de centre 1 et de rayon r. On définit une suite (u,,) par ug € C et pour tout n € N :

Unt1 = F (uy)

a. Calculer u,, pour 1 <n <10 lorsque ug = 1+ 7 puis ug = —1 +1
b. Montrer que pour tout z de D
27‘ —|— 3 2
|F(z) —1] < 52— 1
3(1—r)
c. Montrer que si r = %, F (D) C D.

d. En déduire que pour ug suffisamment proche de 1, la suite (u,,) est bien définie et converge vers 1.

Indications

Apreés calcul, pour tout z non nul :

(22 +1)(z —1)*

F —-1=
() 3.22
SizeD,|lz—1<r |z|<1+r [2z2+1<2r+3et|z| >1—r,dou|F(z)—1] < 3(21’":3)2 |z — 1%
On suppose désormais r = 1 :
2 3 2 3 11
F(2) -1 < — 72 P28 et = 2 a—1< |1 <
3(1—r) 3(1—r) 12

ce qui prouve que F (D) C D.
Si ug € D, la suite est bien définie et

1\"
Y >0, ju, — 1] < (12) uo — 1

ce qui montre que la suite (u,) converge vers 1.



12 f(2*+a)=f(2)

Soit a > 0 ; décrire les fonctions continues de RT dans R telles que
Yz > 0, f(wz—i—a) = f(x)

On distinguera les cas 0 < a < i et a > i.

Indications

Casou 0<a<7:
On étudie les suites vérifiant u, .1 = u2 + a ; on montre que dans ce cas f est constante.
Cas o a > % :
Soit g continue sur [0, a] telle que g (0) = g (a) ; il existe alors une unique solution f dont g est la restriction a [0, al.

13 uppo=In(14u,) +In(1+ uyyq)

On définit (u,) par ug =uy =1 et
Vn >0, upte =In (1 +up) +1In (1 + wpyr)
1- Si (up) converge, que dire de sa limite ?
2- Montrer que (u,) est bornée.

3- Montrer que (u,) converge.
Désormais ug et u; sont deux réels positifs quelconques. On pose

Uy, = SUp U, Wy = inf uy
k>n k>n

4- Montrer que (v,,) et (w,) convergent.
5- Montrer (u,) converge.

14 Fractions continues

Soit & = x¢ un réel. On définit deux suites par :

1
an = I_'rnJ s T4l =
n — Qn
Montrer que ces suites sont finies si et seulement si x est rationnel.
2
U
15 uni1 =33
On définit une suite (u,) par ug > 0 et
2
U
Vn >0, u = —=n
= n+1 n+ 1

1- Montrer ’existence d’un réel « > 0 tel que
- sl up < o, (uy) tend vers 0,

- st up > «, (up) tend vers +oo.

2- Que dire de (up) siug =« ?

3- Calculer une valeur approchée de a.

Indications

S’il existe n tel que u,, < 1, la suite tend vers 0. Sinon, elle tend vers +oo.
S’il existe n tel que u, > 2 (n+ 1), c’est vrai au rang suivant.
Dans le cas ug = a, elle tend vers +oo.

o~ 1.661688



